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CAPITULO 1 
1.4 Exercicios — pag 18 
(la 11) 

Observa 5 ao para o leitor: os graficos apresentados foram construfdos em softwares livres. 
Em geral os de duas dimensoes foram realizados com o Graph (http://www.padowan.dk) e 
os graficos de tres dimensoes com o Winplot (http://math.exeter.edu/rparris). 

1 . Encontrar uma fun§ao de varias variaveis que nos de: 

a) O comprimento de uma escada apoiada como na figura 1.35. 

H 2 +L 2 =C 2 

C = -Jh 2 + L 2 
C(H,L)=^H r +I 2 . 

b) O volume de agua necessario para encher uma piscina redonda de x metros de raio e 
v metros de altura. 

E(x, _y)= 7rx 2 y . 

c) A quantidade de rodape, em metros, necessaria para se colocar numa sala retangular 
de largura a e comprimento b. 

f(a,b) = 2a + 2b . 

d) A quantidade, em metros quadrados, de papel de parede necessaria para revestir as 
paredes laterais de um quarto retangular de x metros de largura, y metros de 
comprimento, se a altura do quarto e z metros. 

f{x, y, z) = 2 yz + 2 xz . 

e) O volume de um paralelepfpedo retangulo de dimensao x, v e z. 

V(x,y,z) = xyz. 

f) A distancia entre dois pontos P{x,y,z ) e Q(u,v,w). 
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g) A temperatura nos pontos de uma esfera se ela, em qualquer ponto, e 
numericamente igual a distancia do ponto ao centro da esfera. 

Para uma esfera centrada em (x 0 , y 0 , z 0 ) temos: 

T(x, y,z) = ^(x-Xo) 2 +(y-y 0 ) 2 +(z-z 0 ) 2 • 

2. Uma loja vende certo produto P de duas marcas distintas A e B. A demanda do 
produto com marca A depende do seu prego e do prego da marca competitiva B. A 
demanda do produto com marca A e 

D A = 1300-50x + 20y unidades/mes 

e do produto com marca B e 

D b = 1700 + 12x- 20 v unidades/mes 

onde x e o prego do produto A e y e o prego do produto B. 

Escrever uma fungao que expresse a receita total mensal da loja, obtido com a venda 
do produto P. 

Receita = (numero de unidades A por mes) x + (numero de unidades B por mes) y 

/?(x, y) = (1300 - 50x + 20y)x+ (1700 + 12x - 20y)y 
= 1300x-50x 2 + 20xy +1700y + 12xy - 20y 2 
= 1 300x + 1700y - 50x 2 - 20y 2 + 32xy. 

3. Determinar o domrnio e o conjunto imagem das seguintes fungoes: 

a) z = 3-x-y 

D(z) = 3l 2 
lm(z) = m 

b) f{x,y) = \ + x 2 + y 2 

D{f) = M 2 
Im (/)=[l,co) 

c) z = V 9 -(-^ 2 + y 2 ) 

Temos que: 

9-{x 2 +y 2 )>0 

x 2 + y 2 <9 

Assim, 
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D{z) = {(x, j) e 9? 2 /x 2 + y 2 < 9 } 

Im(z) = [0,3] 

2 2 2 

d) w = e x +y +z 

£>(w) = 9? 3 
Im(vv) = [l,+co) 

e) f(x, y, z) = 

Temos que: 
x 2 +y 2 +z 2 >0 
Assim, 

D(/) = {(x, y, z ) e 93 3 /x 2 + y 2 + z 2 > o}= 9? 3 
Im(/)=[0,oo) = 9? + 

f) /(x, y) = 2x + 5_y-4 

D(f) = 9t 2 

Im (f)=m 

g) z = x 2 + y 2 -2 

D( z )=m 2 

Im(z) = [- 2,+oo) 

h) f(x,y) = 2x 2 +5y 
D(f)=m 2 

Im (f)=m 

i) w = 4 + x 2 + y 2 
D(w)=yi 2 

Im(vv) = [4 ,+qo) 

j) /(x, y) = 4 — x 2 —y 2 
D{f) = K 2 

Im (/) = (- 0 °, 4 ] 

4. Determinar o dommio das seguintes fun?oes e representar graficamente: 
a) z = xy 
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D(z) = K 2 



b) w = 


2 2 2 

x +y +z 


D(w) = {(x, y, z) <= 5R 3 /(x, y, z) * (0,0,0)} 



V 


D(z ) = {(x, y) e 9? 2 /x 2 - y 2 > o} = {(x, y) e 9? 2 / |x| > |y|} 
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D{z)={x,y)^ 2 1 y 2 + 1 * o} 


Como y 2 +1 e sempre * 0, temos que: 
D{z) = W 2 



e) z = y[x~ 2 + y 2 -1 


D(z) = {(x, y) e 9l 2 / x 2 + y 1 - 1 > o} 
= {(x,3;)e^ 2 /x 2 + y 2 >l} 
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f) Z = ln(4 - y[x ~ 2 + y 2 ) 

D(z) = |x, y) e$l 2 / 4- tJx 2 + y 2 > o} 
= {(x,y)e9i 2 /x 2 + y 2 < 16} 



g) z = In 




x + y 


i 


x 2 + y 2 + x 


D(z ) = {(x, y) e 9i 2 /(x, y) ^ (x,0) com x e 9?} 
ou 

9? 2 - conjunto dos pontos do eixo dos x. 
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h) z = e y 

D(z) = {(x, y) e 9? 2 / y * o} 



i) 


y = 


j 


1 + X 

1 + z 


Z)(y ) = j(x, y) e 9? 2 / 1 + - >0 e 1 + z^O 

1° caso: l + x>0 e l + z>0 
2° caso: l + x<0 e l + z<0 


Logo: 1) x>— 1 e z > -1 ou 
2) x < -1 e z < — 1 
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- 2 - 


-4- 


j) W 


1 

fn 2 2 2 

V 9-X -y -z 


D(w)= {(x, y,z)e 9? 3 /9-x 2 -y 2 -z 2 > o} 
= {(x,y,z)e 9? 3 lx 2 + y 2 + z 2 <9} 



k) z = 

x + y 

D(z) = {(x, y) e 9? 2 / y * -x} 
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1) z = 75 — M 2 —v 2 — w 2 

D(z) = {(w,v, w)e 9P / 5 — w 2 — v 2 - w 2 > 0 } 
= | (u,v,w) e 9? 3 1 u 2 + v 2 + w 2 < 5 } 



m ) f(x, y ) = 7 A ' 2 + >’ 2 

D{f) = y{ 2 
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4 - 

2 - 

> 

X 

-6 -4 -2 

- 2 - 

- 4 - 

2 4 6 > 

n) z = ln(x + y — 3) 


D(z) = {(x, y) e 9i 2 lx + y - 3 > o} 


= {(x, y) e y{ 2 / x + y > 3} 



y/x + 4 

O) Z= i 

D(z) = {(x, y)e91 2 /x + 4>0 e y - 1 > o} 
= {(x, y) e 91 2 / x > -4 e y > l} 
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- 2 -- 


p) f(x, y, z) = Vl -X 2 + V 1 — 2 - Vl-Z 2 
D(f)={(x,y,z)eK 3 /l-x 2 >0,l-y 2 >0 e 1-z 2 > o} 

= {(x,y,z)e^ 3 /(l-xXl + x)>0 , (l-yXi + j)^ 0 e (l — ^X 1 + z) > o} 

= {(x,y,z)e91 3 /(x-lXx + l)<0 , (y-lXy + l)^0 e (z-lXz + lLo} 
= {(x, y, z) e 9? 3 /- 1 < x < 1 , - 1 < y < 1 e - 1 < z < l} 



q) z = ln(5x -2y + 4) 

D{z) = {(x, y) e $R 2 1 5x - 2 y + 4 > o} 
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H- 

-4 


r) z = VW + bh 1 



D{z) = {(x, y) e 9? 2 1 |x| + 1 y \ - 1 > o} 
= {(x,y)eiR 2 l|x| + |;y|>l} 



5. A partir da equagao dada, definir 2 fungoes de duas variaveis, determinando seu 
domrnio. 

Obs.: podemos obter outras respostas. 
a) y 1 =x 2 (9-x 2 )+z 

z = /-jc 2 (9-x 2 ) 
y = V* 2 (? -x 2 )+ z 
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£>(z) = 93 2 

D(y ) = {(x, z) e 93 2 1 z > x 2 (x 2 - 9 )} 


b) x 2 + (y - 3) 2 + z 2 = 9 

z, =^9-x 2 -(y- 3) 2 
z 2 =-V 9 -^ 2 -(> ; - 3 ) 2 

D(z,)= d(z 2 )= {O, y ) e W 2 1 9 - x 2 - (y - 3) 2 > o} 
= {(x> y) e 9? 2 1 x 2 + (y - 3) 2 < 9 ] 


c) l 2 =m 2 +n 2 

/, = 4m 2 + n 2 
l 2 = —yfm 2 + n 2 


6. Dada a fun^ao f(x, v ) = — - 

2x + y 

a) Dar o dommio: 
D(z)={(x,y)e${ 2 \2x+y*o} : 

b) Calcular /(x + Ax,y) 


f(x + Ax,y) = 


x + Ax + y x + Ax + y 


2(x + Ax)+y 2x + 2Ax+y 

c) Calcular /(-1,0) 


/(- 1 . 0 ) = 


- 1+0 -1 1 


2(-l)+0 -2 2 ' 

d) Fazer um esbogo grafico do dommio: 
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7. Desenhar as curvas de rnvel C k para os valores de k dados, 
a) z = x 2 -y 2 ; & = 0,1, 2, 3 



b) z = y 2 -x 2 ; k= 0,1, 2,3 


14 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 18 - 20. 



c) z = 2-(x 2 +y 2 ) ; k = - 3,-2, -1,0, 1,2 
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Observamos que para k=0 temos uma curva de nfvel degenerada (m=n=0). 
e) f(x,y) = 2x 2 +4y 2 ; k = 2,3, 4,8 



f) f(x,y)=y[x^y ; k= 5, 4, 3,2 
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Nos exercicios 8 a 10, o conjunto S representa uma chapa plana, e T{x, y), a temperatura 
nos pontos da chapa. Determinar as isotermas, representando-as geometricamente 

8- S = {(x, y)\x 2 + y 2 <16} ; T(x,y) = x 2 + y 2 



9 - S = {(*, y)/ 0<x<4,0<_y<8} ; T(x, y) = 4 - x 2 


Resposta: segmentos de retas verticals x = V4 — k , - 12 < k < 4 
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10- S = {(x, y)/ x 2 + y : 2 < 25} ; T(x, y)=2(4- x 2 - y 2 ) 

2(4 - x 2 - y 2 )= k 

4 -/-/=- 
2 

2 2 a k 

x + y =4 

2 

0 < 4 - — < 25 
2 

0 < 8-fc < 50 
-8 < -k <42 
8>k> -42 
- 42 < ^ < 8 
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Resposta: circunferencias concentricas x 2 + y 2 = 4— | , -42 <k <8 ; para k=8, temos 
uma curva de nfvel degenerada ( x=y=0 ). 


11. Desenhar algumas curvas de nlvel e esbogar o grafico dos seguintes paraboloides. 


a) z = 2x 2 + 2 y 2 

Grafico da fungao e das curvas de nlveis. 



Exemplos de curvas de nlveis 

2 = 2x 2 + 2y 2 

x 2 + y 2 = 1 6 

b) z = -2x 2 -2 y 2 


1 = 2x 2 +2y 2 


x 2 + y 2 


1 

2 


19 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 18 - 20. 


Grafico da fun§ao e das curvas de nfveis. 

Z 

Ay 



Exemplos de curvas de nfveis 

-2 = -lx 2 -2y 2 

x 2 + y 2 = 1 ( 



c) z = x 2 + y 2 +1 

Grafico da fungao e das curvas de nfveis. 



Exemplos de curvas de nfveis 


x + y 2 + 1 = 2 

jt 2 + y 2 =1 


2 2,3 

x +y + 1 = - 
2 


2 2 

X +y 


2 
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d) z = x 2 +y 2 - 1 

Grafico da fungao e das curvas de nfveis. 



e) Z = \- X 2 -y 2 

Grafico da fungao e das curvas de nfveis. 



Exemplos de curvas de nfveis 
1 - x 2 - y 2 = 0 1 - x 2 - y 2 = -1 

x 2 + y 2 = 1 ’ x 2 + y 2 = 2 


1 - x 2 - y 2 = -2 
x 2 + y 2 = 3 
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f) Z = (x- 1) 2 +(y-2f 

Grafico da fungao e das curvas de nfveis. 



Exemplos de curvas de nfveis 

(* - 1) 2 +(y-l) 2 = 2 

(x-lf + (y-2f=l 


g) z = -(y-2f 

Grafico da fungao e das curvas de nfvel. 
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Exemplos de curvas de nfveis 


-2 = l-(x-l?-(y-2f 
{x - 1) 2 +(y -2) 2 =3 

0 = l-(x-lf-(y-2f 
(x - 1) 2 +(y-2) 2 =1 


h) z = x 2 +2 y 2 


Grafico da fungao e das curvas de nfveis. 



x 


-2 


y 


Jl' 


Exemplos de curvas de nfveis 


1 = x 2 + 2 y 2 


4 = x 2 + 2y 2 



e 


1 

4 2 


2 
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CAPITULO 1 

1.4 Exercicios - pag. 18 - Continua^ao 
(de 13 ate 17- final) 


12. Escrever a fungao que representa o paraboloide circular das figuras 1.36, 1.37 e 
1.38. 

Para a figura 1.36 temos um paraboloide com concavidade para cima e vertice na 
origem. Como z(0,3)=4, usando a equagao z = c(x 2 + v 2 ), obtemos c = — . Logo, 



Para a figura 1.37 temos z = 4 - — (x 2 + y 2 ), pois o vertice do paraboloide esta no ponto 

9 

(0,0,4) e o mesmo tern a concavidade para baixo. Usando a equa?ao z = 4- c(x 2 + y 2 ), 

obtemos c = — . 

9 


3 5 

Para a figura 1.38 temos z = — i 

2 18 


( 2 , 2 ’ 

[x +y 


), pois o paraboloide tern o vertice no ponto 

(0,0,3/ 2) ; esta virado para cima e tern curva de nfvel para z = 4 igual a x 2 + v 2 = 9 . 

3 / 2 2 \ 5 

Usando as equa§oes z = — + c)x + y ) e z(0,3)=4, obtem-se c = — . 


13. Desenhar algumas curvas de nfvel e esbogar o grafico: 
a) z = 3 — 2x — 3 y 
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c) z 
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e) z = y 2 , — 4 < x < 4, O < y < 2 
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h) z = 8 - x 2 - y 2 
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j) z = 2x 2 + 3y 2 
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i 





1 ) z = 4- x 2 
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z 




m) ~ = 3, 0 < x < 2 e 0< y < 4 



n) z = 4x 2 + y 
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p) z = 2x 2 -3y 2 
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q) z = 'iy 2 - 2x 2 



14. Encontrar a curva de intersecgao do grafico da fungao dada com os pianos dados, 
representando graficamente: 

a) z = x 2 + y 2 com os pianos z=i; x=l;y=l. 

As intersecgoes sao dadas por: 
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U 2 + y 2 =1 (z = l + y 2 \z = l + x 2 

|z = l \x = l |y = l 


Segue o grafico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 



b) z = 7-x 2 + y 2 com os pianos z=i; x=0;y=x. 
As intersecgoes sao dadas por: 


jx 2 + y 2 = 1 | z =1 v I |z = V 21x1 

[z = l [x = 0 \y = x 
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c) z = -^4-x 2 - y 2 com os pianos z=l\ y=0;y=x. 

As intersecgoes sao dadas por: 

(x 2 + y 2 =3 jz = ^4 - x 2 |z = V 4 - lx 2 
|z = l {y = 0 = x 

Segue o grafico com as curvas assinaladas em cores azul, verde e amarela. 


z 



y 


15. Esbogar o grafico das superficies de nfvel Sk correspondentes aos valores de k 
dados: 

a) w = x 1 + y 2 + z 2 ; k=0,l,4,9. 

Para k=0, temos x 2 + y 2 + z 2 = 0, que e uma superficie degenerada, pois temos apenas o 
ponto (0,0,0). 

Para k=l,4,9 temos esferas centradas na origem de raio 1, 2 e 3 respectivamente. 

Na figura que segue mostramos a esfera de raio 2. 
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b) w = x 2 + y 2 -k = 4,16,25. 

Neste caso vamos ter cilindros verticals infinitos de raio 2, 4,e 5 
(x 2 +y 2 =4;jc 2 + /=16; x 2 + j 2 =25). 

Na figura que segue, mostramos o cilindro de raio 4, delimitado inferiormente e 
superiormente. 



c) w = x + 2y + 3z', k=l,2,3. 

Neste caso, vamos ter pianos jc + 2y + 3z = l; x+2y + 3z = 2; x + 2y + 3z = 3 
A figura mostra a parte do piano x + 2 y + 3z = 1 do primeiro octante. 
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16. Sabendo que a fungao T ( x , y, z) = 30 - 


f V 2 7 2 ^ 

x 2 +^ + ^ 

V 4 9 j 


representa a temperatura nos 


2 2 
2 , y . z 


pontos da regiao do espago delimitada pelo elipsoide x + — + — = 1 , pergunta-se: 


a) Em que ponto a temperatura e a mais alta possfvel? 

2 2 

Temos a maior temperatura na origem (0,0,0)quando x 2 + — + iL = o. Nesse caso, a 

4 9 

temperatura mais alta possfvel assume o valor 30 unidades de temperatura. 

b) Se uma partfcula se afasta da origem, deslocando-se sobre o eixo positivo dos x, 
sofrera aumento ou diminuigao de temperatura? 

Diminuigao. 

c) Em que pontos a temperatura e a mais baixa possfvel? 

2 2 

Na casca da superficie do elipsoide x 2 + — + — = 1 . 


17. Fazer um esbogo de algumas superficies de nfvel da fungao w = ^x 2 + y 2 + z 2 . O 
que ocorre com os valores da fungao ao longo de semi-retas que partem da origem? 

As superficies de nfvel sao esferas centradas na origem. Os valores da fungao crescem a 
medida que nos afastamos da origem. 
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CAPI TULO 2 
2.8 - Exercicios 
pag. 45 - 47 

1. A posi 5 ao de uma partfcula no piano xy no tempo t 6 dada por x(r) = e , y(t) = t e 

a) Escrever a fun£ao vetorial f(t) que descreve o movimento desta partfcula. 

b) Onde se encontrara a partfcula em t = 0 eem t = 21 

a) f(t) = e'i + te'j 

b) f(0) = e°i + 0e°~j = i e f(2) = e 2 l+2e 2 ]. 


2. O movimento de um besouro que desliza sobre a superficie de uma lagoa pode ser 
expresso pela fun§ao vetorial. 


: (<)= 


1-cost* A t - sent ^ 


' I + 


m 


2 1 + 

V rn J 


j , onde me a massa do besouro. Determinar a 


posi?ao do besouro no instante t = 0 e t = n . 
Temos: 


r (°) = 


1 - cos 0 • 


' I + 


m 

= ()/+()/ = 0 . 


2.0 + 


0 - senO 
m J 


J 


r (n) = 


1-cos^*. L n-senn^ 


- I + 


m 


2.71 + 

V m J 


J 


— l + 

m 


2 n + 


n 


m J 


J- 


3. Esbo§ar a trajetoria de uma articula P, sabendo que seu movimento e descrito por: 
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a) f{t) = ti + (2t 2 -l)j 


ix(t) = t 
\ y{t)=2t 2 -1 


ou 


y = 2x 2 -l 



b) g{t) = -i + — j , t> 0 
t t + 1 

Temos: 

M 2 2 

x(r) = - => t = - 

t x 


e 



3 _ 3 _ 3x 

—+l 2+x 

x x 


x>0 
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c) h(t) = t i + j + At 2 k 


Temos: 


x{t ) = t 

y (‘)= i 

z(t) = 4t 2 

Assim, z = Ax 2 , y = 1 
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z 



d) v(f ) = In t i + tj + k , t > 0 


Temos: 
x(f ) = Inf 

y( t )= t 

z(t) = l 

Assim, x = In y , z = 1 
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e) w(t ) = 3cos t i + 3 sen tj + ( 9 — 3 sen t)k ; t e [0, 2n\ 
Temos: 
x(0 = 3 cos t 
y(t ) = 3 sen t 
z{t) = 9 — 3 sent 
ou seja 
\x 2 + y 1 =9 

i-9-y 


40 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 - 47. 


z 



f) r[t^ = t / + (9 — 0 j + t 2 k , t >0 
Temos: 
x(t) = t 
y(t) = 9-t 
z(t) = t 2 

Assim, y = 9 — x,z = x 2 
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z 



g) /(?) = ?/ + sen tj + 2k 

x(t ) = t 
y{t ) = sen t 
z(t)=2 

ou 

y = sen x, z = 2 


z 
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h) r(0 = (8 — 4 sen t ) i + 2cos t j + 4 sen t k 


x{t ) = 8-4 sen t 
y(t)= 2 cos t 
z{t ) = 4 sen t 
ou 

2 2 

>L + ^ = l 

< 4 16 

x = 8 - z 



4. Sejam f (t^ = at + bt 2 e g(t) = t i + sen tj + cos t k , com a = i + j e b = 2i — j ; 

0<t <2x . 

Calcular: 


a) f(t)+g(t) 
f(t)=[i + j'jt + ( 2 / - y| 2 

= ti + 1 j + 2^ i — t j 
= {t + it 2 f + (t - 1 2 )j. 
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f {t) + g (?) = (? + 2t 2 )/ + (?- ? 2 ) y + ti + sen t j + cos t k 
= {lt 2 +2 ?)j + (?-? 2 + sen ? ) y + cos tk 
= 2 (? + ?^i + (? — ? + sen ?^ j + cos t k 
com 0 < t < 2n . 

b) 

/(?) . g(?) = |j? + 2? 2 )/ + (?-? 2 )_/ + ()& J . H-sen t j + cos tk J 

= (? + 2? 2 ).? + (? — ? 2 ) . sen t + 0 . cos t 
= 1 +2 ? 2 +(? — t ^ sent 
com 0 < t < 2n . 

c) /(?)x g(?)=/(?)x g(?) = [(? + 2? 2 )£ + (? — ? 2 )y]x [?/ + sen t j + costk = 

i j k 
t + 2t 2 t-t 2 0 

t sen t cos t 

= i ( ? cos t-t 2 cos ?)+ j{— t cos t — 2? 2 cos ?)+ £ (? sen t + 2 1 2 sen t — t 2 + ? 3 ) 

= t cos ? (l -t)i-t cos t (l + 2 1) j + ( ? 3 - ? 2 + 2t 2 sen t + t sen ?)fc 
com 0 < t < 2n . 

d) a ,f(t)+b . g(t) = 

= (/ + /). [(? + 2 ? 2 + (? - ? 2 )yj+ ^2/ - j)- t i + sen t j + cos t k 
= (? + 2? 1 — t + 2? + ( — sen ?) 

= ? 2 + 4? - sent 
com 0 < t < 2n . 
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e) f(t-l) + ~g(t + l)= 

= t — 1 + 2 (t — 1 ) J/ + ^t — 1 — 0 — l) j "I - (t “1“ l ) i + sen (t + 0 j "I - cos [t + p k 
= [r - 1 + 2 (r 2 — 2r + 1) + r + 1 
= ^2 1 — 2t + 2^i + |^ — t +3 1 — 2 + sen (t + p^ j + cos (t + p k 
com 0<t<2n. 

5. Uma partfcula se desloca no espago. Em cada instante t o seu vetor posigao e dado 
por r{t ) = ti 4 — ^ j + k . 

a) Determinar a posigao da partfcula no instante t = 0 e t = 1 

b) Esbogar a trajetoria da partfcula. 

c) Quando t se aproxima de 2 , o que ocorre com a posigao da partfcula? 
a) r(0) = 0 i~j + k = ~j + k 



l + 


t — 1 — 1 1 — 2t + 1^ + sen (t + 0 j + cosp + p& 


r{l) = i~j + k 

^ =( 1 ,- 1 , 1 ) 


b) 


\x{t) = t 

+)=— 

w t — 2 

z{t = l) 


ou 

y = 


l 


x — 2 


7=1. 
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c) Quando t — > 2 => x — » 2 

lim — - — = +oo lim — - — = -oo 

x—>2 + X — 2 x^>2~ X — 2 

A partfcula tende para uma posigao infinita. 


6. Sejam f{t ) = ti + 2t 2 j + 3f 3 k e g(f) = 2 ti + j — 3t 2 k , t> 0 . Calcular: 



lim 

r-»l 


f(t) + g(f )J = lim (ti + 2 1 2 j + 3 f 3 &]+ lim {iti + y - 3f 2 



— 3/ + 3y + Ok 
= 3/ + 3 j 



lim /(f)- g(t ) = (i + 2 j + 3 k )- (2 1 + j- 
= — i + j + 6 A: 
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lim 3 / (t) - ^ g(t) = 3(1 + 2 j + 3 k)- ^ (2 i + j - 3k) 

* 11- 21 7 

— 2l H / H k 

2 2 

d) lim \f(t)-g(t) 

lim f(t) .g(t)= (i + 2 j + 3k). (2/ + j- 3k) 

= 2 + 2 + (- 9) 

= -5 

e) lim f(t)*g(t) 

t->l L J 

lim f{t) x g{t ) = (/ + 2 j + 3fc)x (2/ + j - 3k) 

i j k 

1 2 3 

2 1 -3 

= —9i + 9 j -3k 

f) lim (t + l)f(t) 

t-> 1 L J 

lim [(r + 1)7(0 J = 2(/ + 2 j + 3fc) 

= 2/ + 4 / + 6£ 

g) lim[7(l)xg(l) 

lim [/ (?) x g (*)] = 6 x (0? + j + Ok) 

i j k 
0 0 0 
0 1 0 

= 6 
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7. Seja f{t) = sen ti + cos tj + 2k e hit ) = 1 jt . Calcular, se existir, cada um dos 
seguintes limites: 

a) lim fit) 

0 w 

lim fit) = sen 0 i + cos Oj + 2k 

t — >0 

= j + 2k 


b) Um [hit), fit)] 



sen t *. cos t 2 7 

1 + j + -k 

t t t 


= i + 0 j + oo 


a 


8. Calcular os seguintes limites de fungoes vetoriais de uma variavel 
a) lim (cos ti + t 2 j - 5k) 

lim( cos ti + t 2 j - 5k) = cos rti + tr 2 j - 5k 

t — > 7 T 

= -i + n 2 j - 5k 


b) lim 

t ->- 2 


r t 3 + 4 1 2 + 4 1 \ 

l v (r + 2)(«-3)' + -'J 


t +4t +4t\ .. it + 2)(t +2t)\ 

m t 77 ri + j = lim^T — 4^7 + j 

^(t + 2)(t-3) t—*-2 ( t + 2)(t-3 ) 

4-4 * - * - - 

= —fZ^ i + j = 0i + j = j 


c) 


lim — it 2 
*-»• 2 t- 2 lv 


-4)i + if-2) j 


lim — — it 2 
r_>2 t - 2 LV 


-4)i + if-2) j 


(f-2)(f + 2)- t -2- 

= lim — -i-\ / 

*->2 t -2 t-2 


= 4/ + j 
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d) lim 

<-> i 


4t —l* 


t - i 


i + {t — l) j + (t + \)k 


lim 

t — >1 


■\ft —It 


t - 1 


i + (t — l ) f + it + 


= lim 

t — >1 


= lim 

<-> i 


^) 1 |^ + + | ; ' +( '" 1)}+(,+ i )J 

— ~j= / + (t ~ l) j + (t + 

Vf+1 


— — / + 0 j + 2 k 

= — i + 2 k 
2 


e) lim 

r ->0 


2 ' -1 


i + ( 2 ' — ijj + ik 


lim 

f-> o 


2' -1 


( + (2 ! - 1)7 + tk 


= In 2 / + Oj + Ok 
= In 2 i 


9. Mostrar que o limite do modulo de uma fungao vetorial e igual ao modulo do seu 
limite, se este ultimo existir. 

Seja f{t) = /j (f)i + f 2 ( t)j + f 3 ( t)k uma fungao vetorial tal que lim fit) exista, 

t^a 

lim f{t ) = af + a 2 j + a 3 k . Assim, existem lim f\ it) = a x , lim f 2 (t) = a 2 e 

t—>a t->a t-^a 

lim f 3 (r) = a 3 . 

t^a 

Queremos mostrar que lim / (r) = llim/ (t) . 


Como 


l(t\ = V (/1 W + if 2 W + if 3 W » temos q ue 
Um |/(0| =lim \//l(0 2+ /2(0 2+ /3(0 2 • 
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Aplicando propriedade de limites vem: 



a x i + a 2 j + a 3 k 



10. Mostrar que a fungao vetorial f(t) = f\ ( t)i + f 2 ( t)j + f 3 ( t)k e contmua em um 
intervalo I se, e somente se, as fungoes reais f\ (f), f 2 {t) e f 3 (t) sao contmuas em 


Se f(t) e contmua num intervalo I temos por definigao que f{t) e contmua em 
todos os pontos t 0 e I , ou lim f{t) = f(t 0 ) V t 0 e I . 

Temos entao que 

lim 7(t) = /, (t 0 )' + f 2 ( t o)j + .A Oo , V t 0 e 7 (1) 

»-«0 

Por uma propriedade de limite vem 

lim / (?) = lim f x (?) i + lim f 2 (i t)j + lim f 3 (t)k (2) 

t->t Q t^>t 0 v 7 t->t Q t^>t 0 x 7 

Comparando (1) e (2), vem 

lim f 1 {t) = Mto), lim f 2 {t) = f 2 {t 0 ) e lim f 3 (t) = f 3 (t 0 ), V t 0 e / , 

t—>t {) t^>t 0 t^t {) 

o que implica em afirmar que f\ (f), f 2 (t) e f 3 (t) sao contmuas em I. 

Reciprocamente, supor que existem /’ (t 0 ), f 2 (t 0 ) e f 3 (t (l ) e existem os limites 
lim f. (?) (/ = 1, 2, 3), V t 0 e I e sao iguais a /)(f 0 ) (z = 1, 2, 3). 

t >t 0 

Portanto podemos escrever: 


f(t o ) = /i 7, ) + f 2 (t 0 )J + / 3 ( ? o )k 

= lim f x (t)i + lim f 2 (t)j + lim f 3 (t jk 


= lim / (?) 

0 
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o que implica em afirmar que / ( t)t contmua em todo t 0 e / . 


11. Calcular o limite e analisar a continuidade das fungoes vetoriais dadas, nos pontos 
indicados. 


a) 7(0 


■ 3 h 


t - 3 


i+t j. 


t ^ 3 

em t = 0 e t = 3. 


[< 0 , t = 3 


lim f(t) = lim 

t—*o J ' ' 


t — >0 


7l r-3l- 2 ' 


t - 3 


i+t J 


= /( o) 

Portanto, e contmua em t = 0 . 


lim f(t) = lim 

f->3 V ’ /-> 3 

Temos: 


t-3 

7-3 


i + 7 2 7 


lim /(f) = *' + 9/ 

7->3 V 7 

lim/(t) = -i + 9j 
=> 3 lim/ (7) 

r->3 v 7 

Portanto, nao e contmua em 7 = 3. 



em 7=0 
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Portanto, e contmua em t = 0 . 


* 7l + 2 — 77 - 

- ti + j, t* 0 

c) f\t) = \ 1 em t=0. 


72 t = 0 


- ( . 

lim f(t)= lim ti + 

t -> 0 v 7 0 

V 


f : ( 71 + 2 - 72 ) 77+2 + 72 - 
1 ( 71+2 + 72 ) 

= ° > + 242 i= 24l i ^ m 

Portanto, e contmua em 1 = 0. 


d) f{t ) = sen t i - cos t j + k em 1 = 0 
lim fit ) = 0 i - j + k 

= -j + k 

= 7(o) 

Portanto, e contmua em 1 = 0. 


2 : 4 - - 

1 h j — 5k, 1 ^ 1 e t ^ 2 

e) /(<) = K 1 '- 2 

0, 1 = 1 et = 2 


em 1 = 1 e 1 = 2. 


__ / 2 * 4 — — ' 

O limite lim /(i) = lim i H j - 5 k nao existe, portanto nao e contmua em 1 = 1. 

?->1 f_>1 1 — 1 1 — 2 y 

— , , 1 2 * 4 - -A 

O limite lim f(l ) = lim 1 + j -5 k nao existe, portanto nao e contmua em 1 = 2. 

'-2 w »-Ut-l 1-2 J 
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12. Indicar os intervalos de continuidade das seguintes fungoes vetoriais: 


a) f(t ) = a sen t + b cos t em [0, 2 7r\ onde a = i e b = i + j . 


7(0 = sen t i + [i + j) cos t 

= ( sen t + cos t) i + cos t j 

Como sen t e cos t sao contmuas em [0, 2n\ temos que: 
lim f(t) = lim \[sen t + cos f i + cos t j 

t^>t 0 /-Wo L J 

= ( sen t 0 + cos t 0 )i + cos t 0 j 

= 7M 

V t 0 e [0, 2 n\ . 

Assim, f{t) e contmua em [0, 2n\ . 


b) g(t) = U + (t 2 -l)j + e'k 

Analisando a fungao f =-, vemos que ela nao e contmua em t = 0 . Ainda f 2 = t 2 - 1 e 
f 3 = e' sao contmuas em R , portanto g(t) e contmua em (-oo,0)u(0, +oo). 


c) h{t) = e~‘ i + \n tj + cos 2 tk 
Temos que: 

• e~' e contmua em todos os reais; 

• In t e contmua para os reais maiores que zero; 

• cos 2 1 e contmua para todos os reais. 

Assim, h(t) e contmua em (0, +oo). 


53 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 - 47. 


d) v(t) 


1 ^ 

In (t + l), t 

t J 


Temos que: 

• In {t + 1) e contfnua para os reais maiores que (-1); 

• -6 contfnua para os reais diferentes de zero; 

t 

• t e contfnua para todos os reais. 

Assim, v{t ) e contfnua em (- 1, 0) u (o, + oo) 


e) w(t) = (sent,tg t,e l ^J 
Temos que: 

• sen t e contfnua em todos os reais; 

• tg t e contfnua em jr| t ^ 7- + kn, k e z| ; 

• e‘ 6 contfnua em todos os reais. 

Assim, w{t) e contfnua em |t| t ^ — + k?r, k e z| ou 


u 

neZ 


n 

n / 1 

A 

\ 

— vnn. 

— + {n + \ 

)n 

u 

2 

J 




<lzl 

' ’ t - 1 


, In (t + 1) 


Temos que: 

e' e contfnua para todos os reais; 


r-l 

t-1 


e contfnua em R - {l} ; 


In (t + 1) e contfnua para todos os t reais tais que t > -1 . 


Assim, r(t) = 


, r-l 
e ’ — r 

t - 1 


, In {t + 1) e contfnua em (- 1, l) u (l, + oo) 
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t 2 -l’ t 2 -4 


Temos que: 

• \[t e contmua em todos os reais; 


-1 , 


t 2 - 1 


e contmua em R- {l,— l} ; 


-1 , 


t 2 - 4 


e contmua em R - {2,-2} . 


Assim, fit) = \lt, — , — e contmua em R - {- 2,-1, 1, 2} ou 

^ t 2 - 1 t 2 - 4) 

(- qo, - 2) u (- 2,-1) u (- 1, l) u (l, 2) u (2, + oo). 


h) g(t) = 


f 2 2 -t 2 1 

+ ’, 2 -2, + l 'It 


Temos que: 

• t 2 + 1 e contmua em R ; 


2-r 


t 2 -2t + l 


6 contmua em R - (l } ; 


1 


• — -j= e contmua para t > 0 . 

yjt 


Assim, g(t) = 


2 , 2-t 

t +1 


t 2 —2t + l’ it 


6 contmua em (0, l) u (l,+oo). 


13. Provar os itens (a), (b) e (c) das propriedades 2.5.3. 

Para provar os itens vamos usar a proposi§ao 2.5.2 da pagina 24 e as propriedades 
de limites das fungoes escalares do Calculo A. 

Sejam f{t ) e g(r) duas fun?oes vetoriais definidas em um mesmo intervalo. Se 
lim f{t) = a e lim g(t) = b entao: 

t t 
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a) lim f(t)±g(t)=a±b. 

t^>t 0 

Sejam f(t) = (f 1 (t),f 2 {t),f 3 (t)) ; g(f) = foW^WsaW); a = ( a i> a 2 ,a 3 ) e 
b = (b ] ,b 2 ,b 3 ). 

Temos: 

/(?)+ g(t) = (fi(t)± g^t), f 2 (t)± g 2 {t), f 3 (t)± g 3 (t)) e 

I™ [7(0 ± g(0j = lim [(/i(0± <?i(0>'+(/2(0 ± g 2 (0 ); +(/ 3 (0± <?3(07ji 

t t Hq 

= [lim / (t)i + lim f 2 (t)j + lim f 3 (tjk] ± [lim g, (t)i + lim g 2 (t)j + g 3 (t)k] 

t >/) t >/) t t >/) t >/) 

= lim 7(0- lim ^(0 

f-*o <-«0 

= a ±b 

b) lim /(f). g(f) = a ■ b 

t~*t 0 

Temos: 

7(0 • s(0 = A (*)gx (0 + fi (*)g 2 (0 + f 3 (t)g 3 (0 

e 

iim[7(0- #(0]= lim [/i(0^i(0+ / 2 (0^ 2 (0+ / 3 (0^ 3 (0] 

Considerando: 

• lim /(f) = (a { ,a 2 ,a 3 ) ou Iim /i(0 = a i» lim /2(0 = lim ./(f) = a 3 ; 

t ^ t o 

• lim g(t) = (b l ,b 2 ,b 3 ) ou lim gj (f ) = b x , lim g 2 (t) = b 2 e lim g 3 (t) = b 3 . 

t >/q t t t >f(j 

temos que: 

lim[7(0-£ (f )J = a x b x + a 2 b 2 + a 3 b 3 = a.b 

t~>t 0 

c) lim[/ (f )x g(f )] = axb 

t ^/) 

Temos o produto vetorial: 


56 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 - 47. 


i j k 

f(t)xg(t)= f f 2 f 3 =(f 2 8 3 -f382)i + (f38i-fi83)j+(fi82-f28i)k 

8i 8i 8s 

Fazendo o limite temos: 

Km(f(t)xg(t))= lim[(/ 2 g 3 -f 3 g 2 )T + {f 3 g 1 -fg 3 )j + (fg 2 ~f 2 gi)k ] = 

t t I 1 

{a 2 b 3 - a 3 b 2 )i + (a 3 b \ - a x b 3 )j + (af 2 - a 2 b [ )k = ax b 

14. Sejam /eg duas fungoes vetoriais contmuas em um intervalo I. Mostrar que: 

— > — >• 

a) /+ g e contmua em I. 

— > — > 

b) fx g e contmua em I. 

Se / e g sao contmuas em I => lim f(t)=f(t 0 ) e limg(t)= g(t 0 ),Vt 0 el e: 

t~*t o t >/) 

• Jim = 

• limg i (0=g I (?o) 

t^t Q 

com i = 1, 2, 3, Vt 0 e 7 . 

Entao: 

a) liml"/ + gl = lim / (?) + limg (* ) = / (t 0 ) + g (* 0 ) , Vf 0 e 7 => / + g e contmua em I. 

t->t 0 L J v 7 t^t 0 V 7 V 7 V 7 

b) lim /x g =lim/xlimg =/(r 0 )x g(t„),Vt 0 e 7 =>/xg e contmua em I. 

t->t 0 f-w,, (-m 0 

15. Esbogar o grafico da curva descrita por um ponto movel P(x, v), quando o 
parametro t varia no intervalo dado. Determinar a equagao cartesiana da curva em 
cada um dos itens: 

a) 

x = 2cost 

, 0 < t < 2 tt 

y = 2 sent 

x 2 =4 cos 2 1 
y 2 = 4 sen 2 1 

x 2 + y 2 +4 
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Assim a equagao cartesiana e dada por x 2 + y 2 + 4. Segue o grafico - circunferencia de 



x = 4 cos t 
y = 4 sent 
z = 2 

com 0 < t < 2n . 

A equa§ao cartesiana e dada por x 2 + y 2 = 16 ; z = 2 . Veja o grafico que segue - uma 
circunferencia de raio 4 no piano z = 2 . 
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c) 

x = 2 + 4 sent 

0 < t < 2 k 

y = 3-2cos t 

(x-2) 2 =16 sen 2 t 
(y-3) 2 =4cos 2 1 
(x-2f+4(y-3f=l6 

Estamos diante de uma elipse centrada em (2,3) no piano xy, 

(*-+ , (y-+ i 

16 4 


Veja grafico a seguir. 



d) 

x = t + 1 

y = t 2 + 4 —°o <t < +oo 

z = 2 

Temos uma parabola no piano z=2. 
y = (x - 1) 2 + 4 

= x 2 -2x + 5 
Veja o grafico no espago. 


59 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 45 - 47. 


z 



16. Obter a equa§ao cartesiana das seguintes curvas: 


a) r{t) 


(1 ) 

— t ,3t + 5 

U J 


( i 

x = — t 
< 2 

y = 3t + 5 

Temos: 
t = 2x 

y = 3.2x + 5 
y = 6x + 5 


b) r(t) = (t-l,t 2 -2t + 2) 
x(t) = t — 1 

y (0 = (r-l) 2 + l 
Assim, temos y = x 2 + 1 . 


c) r(s) = (■s 2 — 1, s 2 +1, 2 ) 

x = s 2 -1 
< y = s 2 + 1 
z = 2 

Temos que 

s 2 = x + 1 ou s = Vx + 1 para x > - 1 . 
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y = x + 1 + 1 

Assim, temos y = x+2; z = 2 sendo que x > -1 . 


17. Determinar o centra e o raio das seguintes circunferencias e depois escrever uma 
equagao vetorial para cada uma. 

a) x + y — 2x + 5 y — 3 = 0 


(*-l) 2 + 


5 

J + - 

2y 


Centro : 




1 

2 


41 

T 

e raio r = 


« = 


1 + 


Vi T 


- cos t , h 

2 2 


V7T 

~Y 

V7T 

sen 

2 


t 

) 


b) x 2 + y 2 — 6x + 8y = 0 

(x - 3) 2 + (y + 4) 2 = 25 
Centro : (3,-4) e raio r = 5 
r(t) = (3 + 5cos t , — 4 + 5 sent) 


c) x 2 + y 2 + 5 y — 2 — 0 
(*-0) 2 + (,, + 5/2)’-=f 


f 


Centro : 


°.-f) 

^ ) 


J (0= 


V33 


e raio r = 


5 V33 


V33 


3 


cost, 1 sent 

v 2 2 2 y 


18. Identificar as curvas a seguir e parametriza-las. Esbogar o seu grafico. 
a) 2x + 2y + 5x + 2 y — 3 = 0 


2 2 5 3 A 

x + y +-x+ y — = 0 
2 2 
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( G 

2 

f G 


+ 


l 4j 


l 2 J 


53 

16 


Circunferencia com centro: 



G 

2 J 


e raio r = 


753 

4 


Representagao parametrica: 

5 753 

X = H COS t 

< ^ ^ com 0 < t < 2n . 

1 753 

y = 1 sent 

Via 



b) 2x 2 + 5y 2 - 6x — 2y + 4 = 0 


2(x 2 -3x)+5j^y 2 -^ 


f V 

2 

f n 

x 

+ 5 

y-- 

l 2j 


l 5 J 


+ 4 = 0 

10 


r 3 ^ 

2 

r G 

x 


y-- 

l 2 j 


l 5j 


7 

20 


+ - 


7 

50 


Elipse centrada em 


= 1 


3 1 
2’5 


, com semi eixos iguais a a 


I 7 L / 7 

— e b = J — 
20 V 50 
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Representagao parametrica: 



, 0<t <2/r . 


Veja o grafico: 



c) x 2 +2y 2 — 4x-2y = 0 


( x -2) 2 +2(y 2 -y) = 0 
(x-2) 2 +2 f y “1 = ^ + 4 


0 - 2) 2 

9 

2 


+ 


2j 

9 
4 


= 1 


Elipse com centro: 


K 

V 


. . 3 

e semi-eixos a = — =■ 

42 



3 

2 ' 
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Representagao parametrica: 


„ 3V2 

x = 2 h cos? 


1 3 

y = — + — sent 

2 2 


0<?<2;r. 


Veja o grafico: 



d) x 2 -8y + 4 = 0 


8y = x 2 +4 
x 2 + 4 

y = e uma parabola. 


Representagao parametrica: 


x = t 

< t 2 +4 

y = — — 


Veja o grafico: 
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e) y ] — = 0,x>l. 

x-l 


y = e uma hiperbole. 

x-l 


Representagao parametrica: 

x = t 

{ t - 1 


Veja o grafico: 
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19. Verificar que a curva r(t) = 3coshti +5senht j e a metade de uma hiperbole. 
Encontrar a equagao cartesiana. 

x = 3cos ht 
y = 5 sen h t 

x 2 =9 cos h 2 t=> 25x 2 = 225 cos h 2 t 
y 2 = 25 sen h 2 t => 9 y 2 = 225 sen h 2 t 


25x 2 -9 y 2 =225 

x 1 2 

— — — = !=>£ uma hiperbole 
9 25 

cos ht> l=>x = 3 cos ht > 3 , dessa forma vamos ter a metade da hiperbole. 



20. Determinar uma representa 5 ao parametrica da reta que passa pelo ponto A, na 
dire§ao do vetor b , onde: 


f 


a) A 


1 


A 


!’X ’ 2 

V 2 j 


e b = 2i - j . 


it)= 


f 


i 


A 


X ’X’ 2 
2 j 


+ 1 ( 2 , — 1 , 0) 


= (l + 2 t)I + 


— t 

v2 j 


j + 2^ 
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b) A(0,2) e b =5i-j. 

r(f)=(0,2) + f(5-l) 

= 5 ti +(2 — t)j 


c) A(- 1,2,0) e b =5i -2j +5k . 


r(t) = (-l,2,0) + t(5,-2,5) 

= | — 1 + 5r) i +(2 — 2 1 ) j + 5t k 


d) r{t) = (V2,2,V3) e b=5l-3k 

r(0 = (V2,2,^) + 45,0,-3) 

= (j2+5ty + 2j+(yf3-3t)k 

21. Determinar uma representagao parametrica da reta que passa pelos pontos A e B, 
sendo: 

a) A(2,0,l) e fl(-3,40) 

Temos que b = (- 5,4,-l). Assim, 


Fp) = (2,0,l) + d-5,4,-l) 

= (2 — 5 t}i +4 1 j + (l—t^k 

b) A(5,-l,-2) e 5(0, 0,2) 
Temos que b = (-5,1,4). Assim, 


r(f) = (5-l-2)+f(-5,l,4) 

= (5-5t)i +(-l + t)] + (-2 + 4t)k 


f i A 

c) A v2,l,— e B{-1, 2,9) 

v 3 J 


Temos que b = 


3 j 


. Assim, 
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— (\/2 — (7 + + (l + t)j 


+ 


1 26 
— i 1 

v3 3 j 


d) A 


f n A 

^, — ,3 
V 2 J 
_ ( 


e B{k, - 1, 2) 


Temos que b = 


n 


\ 


0,-1--, -1 
2 y 


J (0= 


^ n 3 ^ 


^, — ,3 

v 2 y 

A 

= ;r * + 


V 

+ t| 


0,-1-^,-r 

2 y 


. Assim, 

A 


;r 


V 

1 + — 


v z v 


7+(3-f)fe 


22. Determinar uma representagao parametrica da reta representada por: 
a) >’ = 5x - 1 , z = 2 


x = t 

< y = 5t -l 
z = 2 

r(t ) = t i + (5 1 — 1)7 + 2k . 


b) 2x-5y + 4z = l,3x-2y — 5z = l 
Fazendo x = t temos 


2t — 5y + 4z = 1 
5y = 2t + 4z-l 
2f + 4z-l 

y = — 7 — 


3t-2y-5z = l 
2y = 3t-5z~l 
3f-5z-l 


Igualando os resultados, teremos: 

2t + 4z - 1 _ 3t — 5z — 1 
5 ~~ 2 
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4? + 8z-2 = 15?-25z-5 
8z + 25 z = 15? - 5 - At + 2 
33z = 11? -3 
11? -3 


Dessa forma podemos escrever: 

„ „ r 11? -3 , 

2 y = 3?-5. 1 

33 

33 

66y = 99? - 55? + 15-33 
44? -18 


y = 

y = 


66 

22? -9 
33 


Portanto: 



= ti 


22? -9 

H 

33 


j + 


11? -33 r 

k 

33 


c) 2x — 5y + z = A\y- x = 4 
x = t 

y = 4 + x = 4 + t 
z =4 — 2x + 5y 

ou 

z = 4 - 2? + 5(4 + ?) 

z = 4 — 2? + 20 + 5? 

z = 3? + 24 
Portanto temos: 

r(?) = ? i + (4 + / )/ + (3/ + 24 )/\ 


23. Encontrar uma equa5ao vetorial das seguintes curvas: 
a) x 2 + y 2 = 4 ; z = 4 
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x = 2cos t 

< y = 2 sen t 

z = 4 

V 

Temos: r(t) = (2 cos?, 2 sent, 4) 

b) y = 2x 2 , z = x 3 
x = t 

< y = It 2 
z = t 3 

Temos: r(t)=(t,2t 2 ,t 3 ). 


c) 2(x+l) 2 + y 2 =10 , z = 2 


Reescrevendo, temos: 


5 10 

x = -l + V5cost 
y = VlO sent 
z = 2 

Temos: r(t) = (- 1 + 75 cos t)i + 


d) y = x 2 , z = 2 
x = t 

1 

< y = t 2 
z = 2 



( 


Temos: r(t) = 

t,t 2 , 2 



J 


e) x = e y , z = e x 


sent j +2k . 
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\X = t 


\z = e 


,y - 


t y = lnr 


Temos: r(t) = (r, In t , e ' ) , t > 0 . 


f) y = x,z = x 2 +y 2 

r 

X = t 

<y = t 

z = t 2 +t 2 =2 1 2 
Temos: r(t) = {t,t,2t 2 ). 


g) Segmento de reta de A( 2, 1 ,2) a B{- 1, 1 ,3) 
Temos que b = (- 3,0,l), portanto, 
r(t) = (2,1 ,2)+t(- 3, 0 1) 

= (2 — 3t ) i + j + (2 + t)k 


com t 


[ 0 , 1 ]. 


h) Segmento de reta de C(0,0,l) a D(l,0,0) 
Temos que b = (l,0,-l), portanto, 
r(t) = (0,0,1) + t(l, 0,-1) 

= ti + (l - t)k 


com t 


[0,1]. 


i) Parabola y = ±Vx , 0 < x < 1 
x = t 2 

y=t 

Assim, r(t) = t 2 i + t j com t e [- 14 ] 

j) Segmento de reta de A(l,-2,3) a Si- l,0,-l) 
Temos que b = (- 2, 2, — 4) , portanto, 
r{t) = (l,— 2,3) + 1 (— 2, 2 ,-4) 

= (l - 2 t)I + (-2 + 2t)j + (3 - 4 t)k 
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k) y = x 3 —1 x 1 +3x-2 , 0<x<3 
[x = t 

\y = f -7 t 2 -2 

Temos: r(t) = ti + (t 2 - It 2 + 3t - 2 )j , com 0 < t < 3 

l) x + y + z = 1 , z = x-2y 

Fazendo: 

x = t 

z = \-x-y = \-t-y 

z = x-2y = t-2y 


Igualando, temos: 
\-t-y =t-2y 

- y + 2y = t + t 
y = 2t - 1 

Assim, 

z = t-2(2t-\) 

= t-At + 2 
= —3t + 2 


Portanto, r{t) = ti + (2 1 — 1 )/ + (— 3 1 + 2)k . 

m) x 2 + y 2 = 1 , z = 2x — 2y 

x = cos t 

< y =sent 
z = 2 cos t — 2 sen t 

Portanto, r(t) = cos t i + sen t j + ( 2 cos t — 2 sen t)k com 0 < t < 2n . 

n) x 2 +y 2 +z 2 = 2y , z = y 
Fazendo 


x 2 + y 2 + z 2 - 2y = 0 
x 2 + 2 y 2 - 2y = 0 
x 2 + 2 (y 2 - y)= 0 
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Assim, 

f 1 

X = —j=COSt 

V2 

1 1 

< y = — + — sent 

2 2 

1 1 

z = — I — sen t 

2 2 


Portanto, 

x 1 r (1 1 V (l l V 

r\t)=— i=costi + — + — sent /+ — + —sentk com 0<f <2^. 

42 U 2 / U 2 


o) Segmento de reta de £(3, 3 ,-2) a F( 4, 5 ,-2) 
Temos que b = (l,2,0). Portanto: 
r(<)=(3,3,-2)+f(l,2,0) 


— 0 + + (3 + 2 t^j — 2k 


, com 


te [0,1]. 
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CAPI TULO 2 
2.14 - Exercicios 
pag. 65 - 68 


1 . Determinar a derivada das seguintes fur^oes vetoriais: 

a) / (r) = cos 3 ti + tgt j + sen 2 tk 
f (r) = —3 cos 2 /.sent/ + sec 2 tj + 2sen t cos tk 


b) g (t ) = sen? cos ti +e 21 j 

g'(f) = (cos 2 ? — sen 2 ?)z —2 e 2t j 

c) h (t) = (2 — t)i +t 3 j--k 
h (t) = —i + 3 t 2 j + -^k 


d) f(t) = e 'i +e 2t j + k 
f'(t) = —e~ t i -2 e~ 2t j 


e) g(r) = In ti +tj + tk 
g(t) = ^J + j + k 


f) h(t) = ^-^I + \n(l-t 2 )] + 5k 
h\t) = 


{2t + \).5-2(5t-2)~ -It - 
i + ~j 


( 2 ^ + 1 ) 

10r + 5-10? + 4 


l-r 


(2t + 1) 2 


2 1 -r 

l -J 


l-r 


( 2 ? + 1) 2 


r 2r - 

l ~Y^ J 
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2. Determinar um vetor tangente a curva definida pela fungao dada no ponto indicado. 

a) f{t) = (t,t 2 ,t 3 )p(- U-l) 
f(t) = (l,2t,3t 2 ) 

/(- l) = (l,-2,3). 

b) g{t) = (t,e') , P( l,e) 

g(t) = (l,e‘) 
g(l) = (l,e). 


c) h (t) = (sent, cos t,t) P 1,0,— 


h (?) = (cos?,-senJ,l) 



= (0,-l,l). 


d) , p(-i,-i) 

V 1 -tj 



Para P(-l,-l) temos 1-f = -lou t = 2. Assim, 

p'( 2 ) = f-l,0 = (-l,l). 

v v 


e) r(t) = (2t,]nt,2) P( 2,0,2) 

( \ 

r\t)= 2,-,0 
V t ) 

n i)=(2,i,o) 
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3. Mostrar que a curva definida por / (?) = 


1 1 >/3 

—sen t,—cost , — 

2 2 2 

V Z Z Z J 


esta sobre a esfera 


unitaria com centro na origem. Determinar um vetor tangente a essa curva no ponto 

' i 7 T 


o,-,A- 
2 2 


Temos que; 


x(t) = —sen t 
V J 2 

y(t) = ^cost 


z{t) = 




2 1 2 

x = —sen t 


Podemos escrever 

1 

< 

4 

2 1 2 

y =— cos t 
4 

2 2 1 

x + y = - 
4 

Como 

3 13 

z 2 (t) = — , temos x 2 + y 2 + z 2 = — + — = 1 ou x 2 + y 2 + z 2 =1 que e a esfera unitaria 
w 4 7 44 


centrada na origem. 

O vetor tangente e dado por: / (f ) = 

r i ■fb' r 


No ponto P 


0 — 

2 2 


, temos 


fl -1 ^ 

—cos t, — sent,0 
v 2 2 J 


1 1 73 

—sen t,— cost, — 
v 2 2 2 , 


o,i,^ 

2 2 


. Portanto, t = 0 e 


/'(«)= 


1 


A 


-AO 

v 2 


4. Determinar dois vetores unitarios, tangentes a curva definida pela fun£ao dada, no 
ponto indicado. 

a) f{t)=(e , ,e~ t ,t 2 + 1) ; P(l,l,l) 
f{t)=(e t ,-e~‘,2t) 
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Para P = (l,l,l), temos: 

V =1 

< e~’ = 1 

t 2 + 1 = 1 => t 2 = 0 => t = 0 

Assim, f(o) = (e°,-e^,2.o)= (l ,-l,0) . 


Portanto, dois vetores tangentes sao: 

f i i A f i i A 

e 


■&' V2’° 


V2’V2’° 


b) g(t) = (4 + 2cost,2 + 2sen t,l) ; P(4,4,l) 
g'(t) = (-2sen t, 2cos t, 0) . 

Para P(4,4,l) temos: 
j4 + 2cost = 4 => 2cost = 0 => cost = 0 
1 2 + 2sen t = 4 => 2sen t = 2 => sen t = 1 


K 


t = — l- 2 k7r, k e Z . 

2 




Assim, g — =(-2,0,0). 




Portanto, dois vetores unitarios sao: (-1,0,0) e (l,0,0). 


c) /l(t) — — t, Vt + 1 , t + 1 


P = (l,V3,3) 


p(l, V3 , 3 ) => t = 2 . Assim, 
Dois vetores unitarios sao: 


u = 


fl 1 11 


fl 1 ^ 


fl 1 ^ 

U ’273’ J 


J 


U ’2 s[ 3 ) 


1*1 

U 12 

f 


3 + 1 + 12 
’ 12 


2n/3 


V3 l V3 

v 4 ’ 4 ’ 2 ; 


1 J_ 2^3 1 2^3 ' 

2 4 ’2V3 - 4 ’ ‘ 4 


— u — 


y/3 


1 

4 


2 
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_ , ( 7i ^ ( n \ ( n \ 

Assim, r — = + 0,1,1 = ,1,1 . 

UJ l 2 J { J 

Dois vetores unitarios sao: 



5. Determinar os vetores velocidade e aceleragao para qualquer instante t. Determinar, 
ainda, o modulo desses vetores no instante dado. 

/ \ — > — > J ^ 

a) r[t) = 2cost i +5sent j + 3k ; t = — 

Vetor velocidade: 

v(t)=r (r) = -2senri +5cost j 






Modulo do vetor velocidade: 
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Vetor acelera 5 ao: 

a(r) = -2cosri -5senr j . 


Modulo do vetor acelera§ao: 


a 


M 


b) r(t) = e‘ i + e 2t j ; t = In 2 

Vetor velocidade: 

v(t) = r (t) = e 1 i - 2e~ 2t j 
v(ln 2) = e ln2 I - 2e~ 2ln2 
= 2i -2.2~ 2 j 



Modulo do vetor velocidade: 


|v(ln2)| = j4 + i 


y/V7 

2 


Vetor acelera 5 ao: 

a(t)=e‘ i +4e~ 2t j . 


Modulo do vetor acelera§ao: 
|a(ln 2} = -\/5 . 


c) r(t)=cosh t i +3senht j ;t = 0 

Vetor velocidade: 

v(t) = r (t) = sen/? i +3coshtj 

v(0)=sen/i0/ + 3cos&0 j 
= 3j 

Modulo do vetor velocidade: |v(o)| = 3 . 

Vetor aceleragao: 

a(t) = cosht i +3sen h + j 
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Modulo do vetor aceleragao: 

|a(o)| = 1 


6. A posigao de uma particula em movimento no piano, no tempo t, e dada por 

40 = \^~ A =\{ t2 ~ 2t+l )- 


a) Escrever a fungao vetorial f{t) que descreve o movimento dessa particula. 

b) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleragao. 

4t)=f'(t)=\i+^( 2t - 2 )j=\i+^{t- l )j- 


a(t) = v '(t) = ^j . 

c) Esbogar a trajetoria da particula e os vetores velocidade e aceleragao no instante 
t =5. 

v(5) = i? + 2j. 

2 ( 5 )=|j- 


Veja grafico: 



7. No instante t, a posigao de uma particula no espago e dada por 
x(t) = t 2 , j(r) = 2 4t , z(t ) = 4y[4 . 

a) Escrever a fungao vetorial que nos da a trajetoria da particula. 
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r(t ) = t 2 i + 2 y[t j + 4 yft 2 k . 

b) Determinar um vetor tangente a trajetoria da partfcula no ponto P( 1, 2,4) . 
r'(t) = 2ti + — L j + 6t 1 ' 2 k . 

ylt 


t 


2 


= 1 


P( 1.2,4 ) => l 


2 yft =2 => 



Assim, r'(l) = 2i + j+6k. 


t = 1. 


c) Determinar a posigao, velocidade e aceleragao da partfcula para t =4. 
Vetor posigao: 

r(t ) = t 2 i + 2 yft j + 4 yft 2 k 

r(4) = 16f +4j+32k ou posigao em (16,4,32). 

Vetor velocidade: 
r'(t) = 2ti + — L j + 6t l ^ 2 k 

ylt 

v(4)=?’(4) = 8r+^7 + I2k 


Vetor aceleragao: 

a(t ) = v 1 (t) = 2 1 - 1 r 3/2 7 + 6 . | r 1/2 k 

a(4)=2l -j^j + ^k . 


8. Uma partfcula se move no espago com vetor posigao r(t). Determinar a velocidade 
e a aceleragao da partfcula num instante qualquer t. Esbogar a trajetoria da partfcula 
e os vetores velocidade e aceleragao para os valores indicados de t. 

a) r(t) = ti +4j + (4 — t 2 ^jk ; t = 0;2; 

v(f) = i + (— 2 t)k 
a(t) = —2k 

v(o) = i ; v(2) = i -4k 

a(0) = a(2) = -2k 
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z 



b) r(t) = - — i+tj;t = 1;2 
v 1 + t 


K,)= (^f T+] 

gfr ) = 2 ( 1 + *) ; = 2 

i j (i+0 4 (i + A 

v( i )=-^+y 

v(2 ) = ~7 +7 


a(l) = — i e a(2) = —i. 
w 4 27 
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c) r(t) = t 2 j +t 6 k ;t = 0;1 

v(?) = 2 1 j + 6 1 5 k 
a{t) =2 j + 30? 4 k 
v(o) = 0 ; v(l) =2j + 6k 

a(o) =2 j ; a(l) = 2 j + 30k 
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d) r(t) = (l-t)i +(l + t)j ; t = 1;2 
v(t) = -i+j v(l) = v(2) = -r + J 



9. Sejam a e b dois vetores constantes. Determinar o vetor velocidade das partfculas 
cujo movimento e descrito por: 

a) r l (t) = a + tb 

v l {t) = b 

b) r 2 (t) = at 2 +bt 
v 2 (t) = 2 ta+b 


10. Se r{t) e o vetor posi§ao de uma partfcula em movimento, mostrar que o vetor 
velocidade da partfcula e perpendicular a r(t). 

a) r(t) = (cost, sent) 
v(t) = (-sent, cost) 

r ( t ) .v ( t ) = -sen t cos t + sen t cost 
= 0 => saoperpendiculares 
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b) r(t) = (cos 3t, sen 3t) 
r(t) = (cos 3t,sen3t) 
v(t) = (-3sen 3t,3cos3t ) 
r (t).v(t) = -3cos 3 t sen3r + 3cos3? sen3 1 
= 0 => saoperpendiculares 


1 1 . Em cada um dos itens do exercfcio anterior, mostrar que o vetor acelera§ao tem o 
sentido oposto ao do vetor posigao. 

a) r(t) = (cost, sent) 
v(f) = (-sent, cost) 
a(t) = (-cost, -sent) 

= -(cost, sent) 

= -r(t)=>rea tem sentidos opostos 

b) r(t) = (cos 3t, sen 3t) 
v(f) = (-3sen3t,3cos3t) 
a(tj = (-9cos3t,-9sen3t) 

= -9(cos 3t,sen3t) 

= -9 r(t)=>re5 tem sentidos opostos 

12. Mostrar que, quando uma partfcula se move com velocidade constante, os vetores 
velocidade e aceleragao sao ortogonais. 

Seja v(t) = ai + bj +ck a velocidade da partfcula onde a, b e c sao constantes. Entao 
(t) = 0 e 

(t).a(t) = a.O + b.O + c. 0 

= 0 => v e a sao ortogonais 


13.Sejam a e b vetores constantes nao nulos. Seja r(t)=e 2 ' a + e 21 b . Mostrar que 
r "(t) tem o mesmo sentido de r(t). 
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r'(t) = 2e 2 ' a- 2e~ 2 ' b 
r "(0 = 4e 2 ' a + 4e~ 2 ' b 
= 4.^e 2t a + e~ 2t b J 
= 4.Fp) 

Portanto, r"{t)e r{t ) tern o mesmo sentido . 


14. Seja r (f) = 2cos wti +4sen wt j onde w e uma constante nao nula. Mostrar que 

d 2 r 9 _ 


dt 


= -w r 


— = -2wsenw?z +4wcoswf / 
dt 


d 2 f 


dt 2 


= -2w 2 cos wti -4w 2 senw? j 

= -w 2 (2coswti +4sen wt y ) 
= -w 2 r 


15. Dados f(t) = t j + t 2 k e g(t) = t 2 j -tk , determinar: 

a) ( 7(0 x £(*))' 


7(0 x f(0 = 


i j k 
0 t t 2 
0 t 2 -t 


- (- t 2 -t 4 y + (o ).j + (o)x 


(/6)xg(0)=(-2?-4? 3 ,O,O). 


b) (f(t).g(t))' 

(7(0- <?(0) = 

fi t )-g'( t )+ f'{ t )-g{ t ) = (pd,t 2 )-(0,2t ,-l)+(O,l,2O(o,? 2 ,-0= 

= 2t 2 -t 2 +t 2 -2t 2 = 0. 
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C) (f(t)xf(t))' 




I j k 

0 t t 2 

0 t t 2 


= 0 . 


(f (t)x f (t))=0 


d) (g{t).g(t)y 

GKO-iKO) =\t A +t 2 \=^t 2 +2t . 


16. Se f(t) = — - e f{t) = ti +t 2 j , determinar (f(t).f(t)^ 


f{t). f{t) = — — i + — — j 
w f-1 f-1 

t-l-t T 2t 2 -2t-t 2 -f 


£ + 


(,-l) 2 (.-l) 2 

-1 - t 2 -2t -. 

i + - — — 


(.-I) 2 (f-1) 2 -" 


17. Sejam /(f) uma fun 5 ao real duas vezes derivavel e a 
Mostrarquese g(r) = a +bf{t), entao g (t)x g (t) = 0. 

g(t) = a + b .fit) 

g (0 = b.f (t) = (b l .f {t),b 2 ./ \t),b 3 .f (0) 

8 \t) = b.f {t) = (b l ./ "(t),b 2 .f \t),b 3 .f "(*)) 


e & vetores constantes. 
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s'(0 x s'(0 


l ] k 
bj bj bj 
bj" b 2 f bj 


= {b 2 f b J -b 2 fbj) I + (-bj'b } f" +bj”bj) J +(b 1 fb 2 f" -bj"bj)k 
= 0. 


18. Se / e uma fungao vetorial derivavel e h(t) = |/(t)| , mostrar que 

7 (0 = /i W + fi (07 + h (0* 

f (0 = /i (t)i + f 2 (07 + / 3 (0* 

7(0-7 (0 = /i (0- fi (0 + f 2 (0- fi (0 + / 3 (0- fi (0 

h(, yi,(, 

2 v/i (0+L (0+/ 3 (0 
= /1 (0- /1 (0 + L (0- L (0 + / 3 (0- / 3 (0 

= 7(0- 7(0 


19. Esbogar as curvas seguintes, representando o sentido positivo de percurso. Obter 
uma parametrizagao da curva dada, orientada no sentido contrario. 

a) r(t) = (2 + 3 cos t, 1 + 4 sent), t e [0, 2 n\ 
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r (t) = r(a + b-t)= r(2n-t) = 

= (2 + 3(cos2;r-0, 1 + 4 sen(2^-0) = 
= (2 + 3cos?,l-4sen t), t e[0, 2n\ 


b) r(t) = {t,t + 2, 2 1 + l), t e [0, l] 

r(t) = 7(0 + l-0 = r(l-t) = 

= (l-t,l-t + 2, 2(1— 0 + 1) = 

= (l-t,3-t,3-2t), t e [O, l} 
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c) r(?) = (2? - 1, 2? + 1, 4-2 ?), t e[l,2] 

r“(?) = r(l + 2-?) = r(3-?) = 

= (2(3 -0-1, 2(3 - 0 + 1, 4 - 2(3 - 0) = 

= (5-2?, 7-2?, -2 + 20, t e[l,2j 



d) r(?) = (?-l, ? 2 -2? + l), ? e [-1, 2] 

r" (?) = r (-1 + 2 - ?) = r (1 - ?) = 

= (l-?-l, (l-?) 2 —2(1 — 0 + 1) = 

= (-?,0), ? e[-l,2]. 



e) r(t) = {t - sent, 1- cos?), ? e [0, 2;r] 
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— » -> 

r~(t) = r(0 + 2^-p = r(27r-t) = 

= (2 n -t- sen(2 n - 1), 1 - cos(2 n - 1)) = 
= (2^-f + sen t, 1-cosO, t e[0, 2n\ 



f) r(0 = (l + cosr, 1 + senr, 2 1), t e[0, 

r~(t ) = r(Q + A7z-t) = r{An-t) 

( I ■ cos(4;r - 1), 1 + sen(4;r - 1 ), 2(4;r - 1 )) = 
= (1 + cosr, 1-sen t, 8a -2t), t e[0, An\ 
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Z 



g) 


(2 cos 3 ?, 2 sen 3 ?), ? e 

0 ,- 

V 1 

2 J 


r (?) = r(0 + ^--?) = r(n / 2-t) = 

= (2cos 3 (;r/2-?), 2sen 3 (;r/ 2-t)), ?e 


i, n! 2]. 
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20. Se r{t) = (t,t 2 ,t 3 ) para todos os reais t, determinar todos os pontos da curva descrita 
por r(t ) nos quais o vetor tangente e paralelo ao vetor (4,4,3). Existem alguns 
pontos nos quais a tangente e perpendicular a (4,4,3)? 

r'(t) = (l, 2t ,3t 2 ) 

= (4,4,3) 

cc(l,2t,3t 2 ) = (4,4,3) 


a = 4 


< 2 at = 4 : 


t = 


1 

2 


3 at 2 = 3 => t 2 


Portanto, 


1 

2 


_ 3 _ 
~ 12 


~4~2 
111 ) 
2 ’ 4 ’ 8y 


(l, 2t,3t 2 ).(4,4,3) = 0 
4 + 8t + 9t 2 =0 
9t 2 + St + 4 = 0 

Como as raizes sao complexas, nao existem pontos nos quais a tangente e 
perpendicular a (4,4,3). 


21. Verificar que a curva r (t) = tcosti +tsent j +tk , t > 0 esta sobre um cone. 
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X = tcost 
< y = tsent 
z = t 

2 2 2 'l 

X = ? COS ? 2 2 2 

+ y = z e a equagao de um cone 

y 2 = t 2 sen 2 t J 

22. Verificar quais das seguintes curvas sao suaves. 
a) r(t) = t 3 i+t 2 j , ?e[— l,l] 
r (?) = (3 1 2 , 2 t)e cont.em [— l,l] 

r (?) = (3 ? 2 ,2?) nao e ^ 0 parat e [-1,1] poisemt = 0, r (?) = 6 
: .nao e suave. 


) = fi +? 2 j ,? e 

[i.il 


\_2 


Neste caso a curva e suave em 



c) r (?) = 2(?— sen?)? + 2(l-cos?)y,?e[;r,3;r] 
r (?) = 2(l-cos?)? +2sen? j e contmua em [tt, 3tt] . 


r (?) = 0 

2(1 - cos ?) = 0 => cos ? = 1=>? = 0 + 2 kx 
2sen? = 0 =>? = 0 + 2kn:,k eZ 

r (?) = () em t = 2 k que e ponto do intervalo [ ;r, 3;r] => nao e suave . 


d) r(?) = [3cos 3 ?,3sen 3 ?],?e 


n n 
6’3 
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r p) = (3.3cos 2 r(-senr), 3.3sen 2 r.cosr) 
= (-9 cos 2 1 sen t , 9sen 2 ? cos t ) 

r p) = 0=>-9cos 2 rsenr = 0 
9sen 2 rcosr = 0 


t = 0 + k7r,k eZ 


ou 


.e suave em 


n n 

" 6 ’"3 


n , 

t = — vkn 

2 


e) r{t) = (2 cos t , 3 sent), t e [0,2 tt] 
r = (— 2 sen t , 3 cos t)e suave em [0,2x] . 


23. Verificar que as equagoes vetoriais 
r (w) = (w,w 2 ), 2 < w< 3 

r{t^ = (4t ,t\,A<t<9 
representam a mesma curva. 

Temos que: 

x = w 1 , 

2 \y = x ,2<x<3 
y = w J 

e 

X ^\y = x 2 ,4< y <9 ou 2 < x < 3 . 

y =t J 

Portanto, tem-se a mesma curva. 

24. Determinar o comprimento de arco das seguintes curvas: 

a) r(t) = [e* cost, e‘ sen t, e'\ 0<r<l 
Temos: 

r' (?) = (-<?' sen t + e 1 cos t, e * cos t + e 1 sen t, e ‘ ) 

I r'(t) I = ^J(-e t sen r + e'cos ?) 2 + ( e'cosr + e' sen ?) 2 + c 2 ' 
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= 43e 2 ' =Se. 

Assim, 

b ^ i j 

l = \\r'(t)\dt = \Se , dt = Se t 

a 0 (i 




b) r(t) = (2t\2t, 46t 2 } 0<t <3 
Temos: 

r'it ) = (6 t 2 , 2, 2y[6t^j 
I r'it) I = V36r 4 +4 + 24r 2 

= a / 4(3/' 2 +1) 2 = 2(3f 2 + 1). 
Assim, 

b 3 

/ = J I r'it) \dt = \ 2(3 ? 2 + 1)* = 60. 

a 0 


c) r(p = ? / + i'en (/ +(l + cos?)L 0<?<2;r 
Temos: 

r(f) = (l, cos 7, - sen f) 

I r'it) I = Vl + cos 2 f + sen 2 7 

=4i. 

Assim, 

b 2 n 

l = Jl r'it) I dt=\ 42 dt = 242 k. 

a 0 

d) y = x 3 ' 2 , z = 0 de P 0 ( 0, 0, 0) a />( 4, 8, 0) 
Temos: 

r(f) = (f,f 3/2 ,o) 
r'(f) = (u|f 1/2 ,oj 

lr'(t)l = Jl + ^t 

Assim, 

b 4 q ^ 

/= flr'(f)l<*=[, 1 + -^ = — (lOVlO-l). 

J i\ 4 27 
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e) x = t 3 , y = t 2 , l<t<3 
Temos: 

r(t) = (t 3 ,t 2 ) 

f'(t) = (3t 2 ,2t) 

I r'it) I = V c > 4 + 4t 2 = t(9t 2 + 4) 1/2 
Assim, 

b _> 3 

/ = J I r'it) I dt = j t(9t 2 + 4 ) U2 dt = — (85^85 - 13Vl3). 

a 1 


f) helice circular r(t) = (2 cost, 4t, 2 sent) de P 0 {2, 0, 0) a P t (0, 2n, 2) 
Temos: 

Pit) = (-2sen t, 4, 2 cos t) 

I r'it) I = Aseirr + 16 + 4cos 2 ? = >/20 
Assim, 

b Till _ 

/ = J I r'(f) I = J V20<* = V5/r. 

a 0 


g) um arco da cicloide r(t ) = 2 (t - sen t)i + 2(l - cos t) j 
Temos: 

r'it) = (2(l-cosr), 2sen r) 

| r'(t) I = ^/4(1 - cos r) 2 + 4sen 2 r = ^8(1 - cos t) 

Assim, 

2n 

l = Jl r\t) I dt=j V8(l - cos t) V2 dt = 16. 

a 0 


h) r(t) = (-sen t, cos t, 2) para t e [0, 2 7t\ 
Temos: 

r it) = (-cos?, - sen t, 0) 

I r it) I = \/cos 2 r + sen 2 £ = 1 
Assim, 

b In 

l = 1 1 r'it) \dt= | dt = 2 n. 

a 0 
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i) r(t) = {t sen t, t cos?) para fe[0, 7r\ 

Temos: 

r'it) = (fcos? + sen t, -tsent + cost) 

I P(0 1 = (t cos t + sen ~t) 2 + (cos ~t - rsen ff = sjt 2 + 1 
Assim, 

/ = Jl r'it) I dt= j(l + t 2 ) ll2 dt = - TuV +-\n I tt + VLV I . 

0 2 2 


j) bit) — (3? + 1)/ + (? + 2)j para t e [0.2] 
Temos: 

?'(*) = (3,1) 

I r'(0 1 = V9+I = VlO 

Assim, 

* _> 2 

/ = Jl r\t) I dt = J = 2 VlO. 

a 0 


k) rit) = {e‘ ,e~' ,t4l) t e [(), l] 
Temos: 

r'it) = {e' ,-e‘ , yfl) 

I r'it) I = V<? 2r +<T 2f +2 

Assim, 

/ = Jl r'(0 I dt = \4e ir ^ r +2dt = e 

a 0 


1 

e 


25. Escrever a fungao comprimento de arco de: 
a) r(f) = f 


V 

Temos: 


t t _ 
sen — ,cos — , 2r 
2 2 



Vl7 

2 
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b) r(t) = (cos 2 1, sen 2 1, 4) 
Temos: 

r(t) = (-2sen2^,2cos2r, 0) 
\r(t)\ = 74sen 2 2r + 4cos 2 2t = 2 

t t 

s(t) = ^'(t*)\dt* = ^2dt*=2t. 

a 0 


c) r(t) = (t,t 2 ) 

Temos: 
r\t) = (l,2t) 

| 7\t) I = Vl + 4 ? 

s(t) = J \r'it *) I dt* = J VI + 4t* 2 dt* = -(tJl + 4t 2 + -In 1 2 t + ^rl + 4t 2 I . 

a 2 2 


d) r(t) = 


cos 2 1, sen 3 t, — cos 2 1 


3 

4 1 


Temos: 


r(t) = 


( 


3 

■3 cos 2 tsent, 3sen 2 tcost, — sen2 1 


I r (t) I = ^9 cos 4 tsen 2 t + 9sen7 cos 2 1 + ^ sen 2 2 1 = 3^2 cos ?sen t 
s(t) = | \r\t * ) I dt* =| 3\f2 cos t *sen t dt* = sen 2 t . 


e) r(t ) = (cos 2 1, sen 2 f) t e [0, tz\ 
Temos: 

r'(t) = ( — 2sen 2r, — 2 cos 2f ) 

I ?(t) I = V4sen 2 2f + 4cos 2 2t =2 

t t 

s(t) = jV'(?*) \dt* =^2dt*=2t. 

a 0 


f) hipocicloide r(t ) = ( a cos 3 1, a sen 3 t ) t 


\ 


) ' e 

N 


Temos: 
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r'(t) = (-3a cos 2 ?sen?, 3asen 2 ?cos?) 

I r(?) I = \/9a 2 cos 4 /sen 2 ? + 9 a 2 sen 4 r cos 2 1 = 3a cos /sen ? 


s(t ) = 1 1 r'(t* )\dt* = J 3a cos ?*sen t dt = — sen 2 ? . 


26. Reparametrizar pelo comprimento de arco as seguintes curvas: 

a) r(?) = {^2 cos?, *J2 sent) ? e[0, 2tz\ 

Temos: 

7 it) = (->/2sen ?, \fl cos?) 

I r' (?) I = \/2sen 2 ? + 2cos 2 ? = sf2 

t t _ __ 

s(?) = |F'(?*) I dt* =^4ldt*=4lt. 

a 0 

Assim, ? = -L 

V2 


“A- . — y 

e h(s)= V2cos-p, 

v v2 


y/2 sen -L 

v2 


0 , 2 ^ 2 , 


;r 


b) r(?) = (3? - 1, ? + 2) 
Temos: 
r'(?) = (3,l) 

I r'(?) I = V9 + 1 = VlO 


s(?) = | lr'(?*) I dt* 

a 



Assim, ? = —,= e /j(s) = 
VI 0 


3s 

n/T0 


- 1 , 




s >0 


c) r(?) = (cos 2?, sen 2?, 2?) 

Temos: 

r (?) = (-2sen2?,-2cos2?,2) 

I 7 (?) I = s/4sen 2 2? + 4 cos 2 2? + 4 = 2^2 


L l 

s(?) = jV'(?*)IV?* = 1 242dt = 2V2? . 


Assim, ? = 


9 /T e W cos iz> sen pz’ p: 

ZV Z y •%/ Z 'sIZ'sJZ 
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d) r(t)= 2r,-V8f\r 2 t e[0,3] 
v 3 J 

Temos: 

r'(0 = (2,V8? 1/2 ,2?) 

\r'(t)\ = ^4 + St + 4? =2t + 2 

t t 

s(t ) = | lr'(Y*) \dt* = J (2 t + 2 )dt* =t 2 + 2t . 

a 0 

Assim, t = —l±yfl + s e 

h(s) = ( 2^-1 + yfl + s), |^(-l + ^77) 3/2 , (-I + a/T+7) 2 


;s< 


e) r (t) = [e l cos t, e' sen t, e‘ ) 

Temos: 

r(t) = (-e'sen t + e 1 cos t, e l cost + c'sen t, e‘ j 
I r(t) I = ^(-e ‘ sen 7+e' cos ff + ( 7‘ cost + e'sen ~t) 2 + ~e 2t = ^3e' 

t t __ 

s(t ) = | \r\t*) \dt* =| a/3c' dt = yf3(e‘ - 1). 

a 0 

Assim, t = In S e 


s 


h(s) = 


s + a/3 

A 


-cos 


ln- 


s + a/3 ^ s + ^3 f 5 + a/ 3 1 j + a/3 


>/3 J’ a/3 


-sen 


In- 


S J A^ 


f) r(r) = (cos 2r, sen 2r) t e [0, ;r] 
Temos: 

r'(t) = ( — 2sen 2r, — 2 cos 2f ) 

I fit) I = A/4sen 2 2f + 4cos 2 2? = 2 

t t 

s{t) = ^\t*)\dt* =^2dt*=2t. 


Assim, r = — e /i(,s) = (cos s, sen s), s e [0, 2;r] 


[0, 15] 
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g) hipocicloide r (/) = (a cos 3 /, a sen 3 ?) / 


«■! 


Temos: 

r(t) = (-3a cos i) 2 rsen /, 3asen 2 /cos/) 

I r'(t ) I = si 9 a 2 cos 4 /sen 2 / + 9a 2 sen 4 / cos 2 / = 3a cos /sen / 

t t ^ 

s{t) = |f'(/*) I dt = j*3acos/*sen/*<//* = — sen 2 /. 

a 0 ^ 

fls ~ * 

Assim, sen/= | — , /e[0,/r/2] e h(s) = 

V 3 a 


f 

r 2 s) 

3/2 

2 2s 2 

3/2 A 

a 

1 — 

, a 

— 


V 

^ 3a) 


v 3a j 

) 


,0< s <^ 

2 


h) helice circular x = 2 cos/, y = At, z = 2sen/, / 
Temos: 

fit ) = (-2sen /, 4, 2cos/) 

I r'(t) I = V 4sen 2 / + 16 + 4 cos 2 / = a/20 

t t 

s(/) = Jb? , (/*)IJ/* =JV20rf/* =V20/. 


«■! 


Assim, / = 


V20 


e h(s ) = 


/ 2 ^ ^ 2 

2cos — — =, 2 sen — = , 0<s<A/5/r 
2a/5 S 2 S ) 


i) x = 1 - /, y = 2 + 2/, z = 3/ / e [0, l] 
Temos: 

r'(/) = (— 1, 2,3) 

I r'(/) I = Vl + 4 + 9 = a/14 

t t 

s(/) = jV'(/*)ld/* = J slUdt* = ylUt . 


Assim, / = —j= e /*(.?) = 
a/14 


^ s 2s 3s ^ 

1 — j=, 2 + 


V 


n/|4 a/|4 * a/14 


0<,<a^4. 


27.Verificar se as curvas dadas estao parametrizadas pelo comprimento de arco: 

a) r(/) = (sen/, cos/), />0 
Temos: 

F(/) = (cos/, -sen/) 
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I r' (r) I = \/cos 2 t + sen ~t = 1 . 

Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


b) r(s) = 
Temos: 


Tv’Vv^ 


s>0 


( 


r'(s) = 


1 


Tv’Vv 


Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


c) r(t ) = (2t — 1, t + 2, t ), t > 0 
Temos: 
r\t) = (2,1,1) 

|r'(t) I = 74+1+1 =76*1. 

Portanto, a curva nao esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


d) q(s) = 
Temos: 
q'(s) = 


f s s 

a cos — , a sen —,b — 


onde c 2 = a 2 + b 2 



c 


c 

c 

J 


1 


1 

b) 


a sen - • 

— , a cos — 


— 


c 

c 

C 

c 

c) 


la 2 2 

s a 2 


2 S 

b 2 

—sen 

- + — 

COS 


+ - 

2 

jc 2 

c c 2 


c 

c 



Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


e) h(s) = (2 cos 5, 2 sen s), s e[0, 2k\ 

Temos: 

> 

h\s) = (-2sen s, 2 cos s) 

I h'(s ) I = 74 cos \v +4sen 2 .v =2*1. 

Portanto, a curva nao esta parametrizada pelo comprimento de arco. 
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f) r^) = 4 cos 2., 4 sen ^ , s e[0, 8;r] 
Temos: 

f s A 

r(s)= -sen — , cos — 

1 4 4 J 


I r ( 5 ') I = ^cos — + sen 2 — = 1 . 

Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


g) r(s) = ln^ + l)i + — + s 2 j ’ s - 0 


Temos: 


1 2 


r'(s)= ,s+2s 

L+i 


lF(i)l= ^ +(s2+2i)2#l ' 

Portanto, a curva nao esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


h) h(s)= -L -Ll 5 > 0 
W2 v 2 


Temos: 

' ! ’ W = (V2’V2 


li'(*)l = J- + - =1. 

V 2 2 


Portanto, a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco. 


28. Uma particula move-se no piano de modo que, no instante t, sua posi?ao e dada por 

( t t\ 

r(t)= 2 cos— ,2 sen— . 

I 2 2 


a) Calcular o vetor u(t) = onde v(t) e o vetor velocidade da particula no 

|v(0| 

instante t. 

Temos: 

( t t' 
v(t) = r\t ) = -sen — , cos — 

V 2 2) 
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I v(0 1=, 


' 2 t 2 G 

sen — + cos — 


u(t ) = 


v(0 

v(0 


V 2 

( 


‘J 


t t 

sen — , cos — 
2 2 


= 1 

\ 

/ 


u(t) 

(I u 
dt 


b) Mostrar que u(t) e — sao ortogonais. 

dt 

Temos: 

f t t\ 
sen — , cos — 

2 2 J 


v 

f 1 


t 1 t 
-cos — , — sen — 
v 2 2 2 2y 


d u 

t 

r 

t t 

r 

n 

= 

-sen — • 

— 

cos — + cos — • 

— 

— 

dt 

2 

1 2 J 

1 2 2 1 

V 

V 


sen — = 0 , portanto sao ortogonais. 


29 Escrever a fungao vetorial que associa a cada ponto do piano xy o triplo de seu vetor 
posigao. 

Temos: f(x, y ) = 3 xi + 3 y j 


30 Escrever a fungao vetorial que associa a cada ponto do espago um vetor unitario com 
mesma diregao do vetor posigao e sentido contrario. 

Temos: 


f(x, y,z) = 


-x 


y 


i 


2 2 2 

x +y + z 


l 


2 2 2 

x +y +z 




2 2 2 

x +y +z 


k, (x,y,z)^0 


31. Dar o dommio das seguintes fungoes vetoriais. 

a) f(x, y) = xi +y] + ^A^x^y 2 k 
4- x 2 - y 2 >0 

4 > x 2 + y 2 ou x 2 + y 2 < 4 
D = {(x,y)e9i 2 /x 2 +y 2 <4} 

b) g(x,y) = -I + xy] 

x 
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D = {(x, y) e 9? 2 /x ^ o] 

c) h(x,y)= {x 2 +y 2 ,x-Jy,xy) 
D = {(x,y)eft 2 /y>0} 


G l L 


d) p(x,y,z) = \ 

\y x z j 

D = {(x, y, z) e 91 3 /x ^ 0, y ^ 0, z ■ 


0 } 


e) 


q(x, y) 


[-^ ] 


D = {(xy) e9T 2 / xy > 0 } 


f) u(x,y,z) = x 2 yi + yj +yfz k 
D = {(x, y, z) e 9P / z > o} 

g) v(x, y,z) = yi + Vx + z k 

D = {(x, y, z) e 9? 3 / x + z > 0 ou x > — z} 

h) r (x, y, z ) = - \j2-x 2 -y 2 i + -Jl-x 2 -y 2 j + zk 
D = {(x,y,z)e9? 3 /x 2 + y 2 < l} 
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CAPI TULO 3 
3.7 - EXERCf CIOS 
pag. 91-94 

1. Identificar quais dos conjuntos seguintes sao bolas abertas em R 2 ou R 3 , 
determinando, em caso positivo, o centra e o raio. 
a) x 2 + y 2 -2y<3 

x 2 + y 2 —2y < 3 

(x - 0) 2 + (y - 1) 2 <4 

Bola aberta de centra P 0 = (0, l) e raio r = 2. 


b) x 2 + y 2 +z 2 + 6z <0 
x 2 +y 2 +(z + 3) 2 -9<0 

x 2 +y 2 +(z + 3) 2 <9 

Bola aberta centrada em P 0 = (0, 0,-3) e raio igual a tres. 

c) x 2 + y 2 < z 

Nao e uma bola. 


d) x 2 + y 2 +2x>(x-l) 2 +(y-2) 2 
x 2 + y 2 +2x-(x-l) 2 -(y-2) 2 >0 
4x + 4y >5 
Nao e uma bola. 


e) x 2 + y 2 -l>0 
x 2 +y 2 > 1 

Nao e uma bola 

f) x 2 +4x+ y 2 <5 
(x + 2) 2 + (y - 0) 2 <9 

Bola aberta centrada em P 0 = (-2, 0) e r = 3 . 


g) x 2 + y 2 + z <2. 
Nao e uma bola. 


2. Seja A = {(x,y) e R 2 2<x<3 e — 1< j<1} 


105 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, 
integrals multiplas, integrals curvilmeas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 91-94. 


a) Representar graficamente o conjunto A, identificando seAe aberto. 

b) Determinar a fronteira de A. 


a) A e aberto. Veja a representa§ao grafica. 



b) A fronteira de A e o retangulo dos vertices (2,l), (3,l), (3,— l) e (2,-l). 


3. Repetir o exercfcio 2 para o conjunto 

B = {(x, y,z)e /? 3 | -1<v<1, — 1< j<1 e — 1 < z < 1} - 



a) B e aberto 

b) A fronteira de B e formada pelas faces do cubo dos vertices (l,-l,l), (l,l,l) , 

(-1-1-1), (-1-1,1), (-1,1,1), (1,-1, -l), (1,1 -1) e (-U-1) 
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4 . Identificar as afir imagoes verdadeiras: 

a) A uniao de bolas abertas e uma bola aberta. (Falso) 

b) A uniao de bolas abertas e um conjunto aberto. (Verdadeiro) 

c) A uniao de bolas abertas e um conjunto conexo. (Falso) 

d) O conjunto A = {(x, y)/ x 2 + 2x + y 2 - Ay > o} e conexo. (Verdadeiro) 

e) O conjunto B = {(x, y)l x 2 > v 2 } e aberto. (Verdadeiro) 


5 . Verificar quais dos conjuntos a seguir sao conexos: 
A = j(x, y) e IR 2 |2x 2 +5j 2 < 10| 


B= (x, y) e IR 2 


2 2 


C = {(x, y, z) e IR 3 |3x 2 +9 y 2 + z 2 >18} 


D= (x, y)elR 2 




Sao conexos os conjuntos A, B e C. De fato: 


A = {(x, v) e iH 2 / 2x 2 +5v 2 < lo} pode ser reescrito como + 1— < \ . Dado dois 
pontos quaisquer de A, estes podem ser ligados por uma linha poligonal contida em 


O conjunto B = j(x, y) e 9? 2 /- ^ < x < e conexo. 


O conjunto C = {(x, y, z) e 9? 3 / 3x 2 +9_y 2 +z 2 >18} poder ser escrito como 

2 2 2 
* y z 

— + — + — 

6 2 18 


2 2 2 

X ■ + — + — >! e tambem e conexo. 


6 . Dar a fronteira dos seguintes subconjuntos do R 2 . Representar graficamente. 
a) A = {(x,y) e /? 2 | x 2 + y 2 <4 } 

Temos uma circunferencia de raio 2, centrada em (0,0) . Veja o grafico que segue. 
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b) B = {(x,y)^R 2 \x 2 + y 2 <4} 

Temos uma circunferencia de raio 2, centrada em (0,0) . Veja grafico a seguir. 



c) A = {(x,y)e /? 2 | 4x 2 + y 2 <4 } 

Temos uma elipse centrada em (0,0) e semi-eixos 1 e 2 paralelos aos eixos 
coordenados x e y, respectivamente. Veja grafico a seguir. 



d) D ~{{x,y) & R 2 \ y >—} 

x 
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Temos a hiperbole y = — unida com o eixo dos y . Veja grafico a seguir. 



7. Representar graficamente os seguintes subconjuntos de /?\ Identificar os 
conjuntos abertos. 

a) A = {(x,y)e /? 2 | x 2 -4x + y 2 <0 } 

O conjunto A e aberto. Veja a representagao grafica. 



b) B-{{x,y)& /? 2 | x 2 -4x + y 2 >0 } 

O conjunto B nao e aberto. Veja a representa$ao grafica. 
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c) C = {(x,}7)g/? 2 1 1 y | <3 } 

O conjunto C e aberto. Veja a representa 5 ao grafica. 

'y 



- 4 - 


d) D = {(x, y) e /? 2 | | Jt | + 1 _y | <1 } 

O conjunto D nao e aberto. Veja a representa§ao grafica. 



e) E = {(x,y)&R 2 \ x>2y-3} 

O conjunto E nao e aberto. Veja a representagao grafica. 
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8 . 


Seja A-{{x,y) & R z 


0<J 


2 2 
x + y 


+ 2y + 1 < 1}. 


Verificar se os pontos 

a) (0, -1/2) b) (0, -1) 

d) (1,1) e) (0, 0) 

sao pontos de acumulagao de A. 


c)(-l,-l) 
f) 0, 4) 


Temos que: (a) , (b) , (c) e (e) sao pontos de acumulagao de A e (d) e (f) nao sao pontos 
de acumulagao de A . 


9. Verificar se o conjunto A = {(x, y) e R 2 \ x, y e N] tem ponto de acumulagao. 

O conjunto A e formando por um conjunto de pontos como mostra a 
representagao grafica a seguir. Esta representagao pode auxiliar na visualizagao de que 
o conjunto A nao tem ponto de acumulagao, pois podemos, por exemplo, colocar uma 
bola aberta centrada em (2,1) de raio 1 e ela vai conter um numero finito de pontos de 
A. 



10. Identificar as afirmagoes verdadeiras: 

a) P( 0, 0) e ponto de acumulagao do conjunto A = {(x, y) e R 2 \ y > x } . 

b) Os pontos P(0, 4) e Q( 2, 2) pertencem a fronteira do conjunto 

B = {(x,y)& R 2 |^>4-x 2 }. 

c) P(0, 0) e ponto de acumulagao da bola aberta b(( 0, 0),r) , qualquer que 


seja r > 0. 

d) 

e) 

f) 

g) 

h) 

acumulagao. 

i) 


O conjunto vazio e um conjunto aberto. 

Toda bola aberta e um conjunto aberto. 

R 2 e um conjunto aberto. 

Todo ponto de acumulagao de um conjunto A pertence a esse conjunto. 
O conjunto {(jt, y) e R 2 \ x e y sao racionais } nao tem ponto de 

Todos os pontos de um conjunto aberto A sao pontos de acumulagao de 


A. 
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j) Se A e um conjunto aberto, nenhum ponto da fronteira de A pertence a A. 
Respostas: a) V b) F c) Y d) V e) Y f) V g) F h)F i) V j) V. 


11 . Usando a definigao de limite, mostrar que: 
a) lim (5x - 2 y) = -9 

X — +— 1 
>>^2 

Dado s > 0 existe 8 > 0 tal que 1 5x - 2y + 9 \< s sempre que 

0<V(^ + l) 2 +(j-2) 2 < 8 . 

Temos que 

1 5x - 2y + 9 1=1 5(x + 1) - 2(y - 2) I 
<I5(jc + 1)1 + 1-20 -2) I 
= 5lx + ll+2ly-2l. 


£ £ 

Assim, se tomamos 8 tal que O + 1 1< — e I y - 2 k — , a desigualdade 
1 5x - 2y + 9 k s fica satisfeita. 

De fato, como O + 1 1< ^(x + l) 2 +(y — 2) 2 e \ y - 2 1< yj(x + 1) 2 +(y-2) 2 , 
tomando 8 = y temos que se 0 < ■ s j(x + 1) 2 +(y — 2) 2 < 8 , entao: 

1 5x — 2y + 9 1 <1 50 + 1)1 + 1-20-2)1 

_ £ _ £ 

<5- — + 2.— 

7 7 


= £ 

O que mostra o limite dado. 


b) lim (3x + 2y) = 12 

(*, y)-K2, 3) 

Dado £ > 0 existe 8 > 0 tal que 1 3x + 2y - 12 k £ sempre que 

0< V0-2) 2 +0-3) 2 < 8 . 

Temos que 

1 3x + 2 y — 1 2 1=1 30- 2) + 20 -3) I 
<1 30-2)1 + 120-3)1 
= 30-21+20-31. 

Como O - 2 1< y](x — 2) 2 +(y-3) 2 e O - 3 1^ y[(x--2 2 +(y-3) 2 , podemos 
concluir que 

30-2l+2|y-3|<3<5'+2<5'l sempre que 0< - N /(-^-2) 2 +(y-3) 2 <£. 

Assim, se tomamos <7 = j temos 

l3x + 2y-12H30-2) + 20-3)l 

< 5-8 

= £ 
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sempre que 0 < ^(x-2) 2 + (>’ -3) 2 < 5 . 
O que mostra o limite dado. 


c) lim (3x - 2y ) = 5 

(*, y)->.(l, -1) 

Dado a > 0 existe 8 > 0 tal que 1 3x — 2 y — 5 k s sempre que 

0< V(^-l) 2 +(y + l ) 2 < 8 . 

Temos que 

I 3jc - 2 j - 5 1=1 3(x - 1) - 2(y + 1) I 
<1 3(x — 1) I + 1 —2(y + 1) I 
= 3 1 jc — 1 1 +2 1 y + l\. 

Como I x - 1 1< -J (x — l) 2 + (;y + 1) 2 e I y + 1 1< xj(x - 1 2 + (y + 1) 2 , podemos 
concluir que 

31 x-ll +21 y + \\<35+25\ sempre que0< -J(x-1 ) 2 + (j + l) 2 < <5. 

Assim, se tomamos J = — temos 

5 

1 3x — 2y — 5l<3|x— l| + 2|y + l| 

<58 
= £ 

sempre que 0 < yj(x- 1) 2 + (y + 1) 2 < <5 . 

O que mostra o limite dado. 


d) lim 


2x 2 


x—>0 , ..2 


= 0 


Dado £• > 0 existe 8 > 0 tal que 


2x 2 


V* 2 + y 1 


< £ sempre que 0 < -/x 2 + y 2 < <5 . 


Temos que 


2x 2 




2x 2 




2 x 2 ^x 2 + y 2 
x 2 + / 


Como x 2 < x 2 + y 2 temos 


2x 2 




2 2 
x 2 + y 


< 


2(x 2 + y 2 )y[x^+ 


y 


2 2 
X +y 


= 2^/x 2 + y 2 
<2£ 


sempre que 0 < < <5’- 
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Assim, se tomamos 8 = — temos 

2 


2x 2 


l 


2 2 

x +y 


< s sempre que 0 < -<[x 2 + y 2 < 5 . 


O que mostra o limite dado. 


e) lim 


xy 


x 2 + y 2 

y^-0 J 


= 0 


Dado s > 0 existe 8 > 0 tal que 

.11 ..I ..2 




2 2 

x +y 


< £ sempre que 0 < , Jx 2 + y 2 < 8 . 


Temos que 

V 

_ 1 x II y 3 1 

2 2 

x + y 

~ 2 2 

x + y 

Como x 2 <j* 

xy 3 

_ i xii y i y 

x 2 + y 2 

x 2 + y 2 


2 2 

x + y 

.2 , 2 . 


< 


x 2 +y 2 


xy 


x 2 + y 2 


Como I x l< -yjx 2 + y 2 e I y l< Jx 2 + y 2 temos 
= -yfx 2 + y 2 <8 2 sempre que 0 < Jx 2 + y 2 < 8 . 


Assim, se tomamos 8 = 4s , temos 


xy 


2 2 

x + y 


< £ sempre que 0 < ^/x 2 + y 2 < 8 . 


O que mostra o limite dado. 


12 . 


Dado (x 0 , y 0 ) e R 2 , mostrar que lim y = y 0 . 

*-**<> 

y^yo 

Dado £ > 0 existe 8 > 0 tal que |y - y 0 | < £ sempre que 


0<i](x'-x 0 ) 2 +(y-y Q ) 2 <8. 

Temos que 

I >’ - >o ^ ^(.x-Xof+iy-yy . 


Assim, I >’ — y 0 1< 8 sempre que 0 < V(x-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 <8. 

Tomando 8 = £ , vem I y — y 0 k £ sempre que 0 < ^(x-x 0 ) 2 + (y-y 0 ) 2 < 8 . 
Portanto, lim y = y 0 . 

y-*y<> 


13. Mostrar que os limites seguintes nao existem: 
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Para mostrar que os limites nao existem vamos usar a Proposi?ao 3.2.3. Observar que 
outras op§oes de caminhos podem ser escolhidas para mostrar que os limites nao 
existem. 

a) lim^^ 

x ~ >0 x + y 

Temos: 

Um ^zzi =lim 4 = i 

*->° x +y *->° x 

>’=() ^ >’=0 


limLz2L = lim^L = -l 

r->°o x s° >’ 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


b) lim 


2x 


x->0 


;^o Jx' + y* 


Temos: 

lim 

*->o + 

y=0 


4 


2x =lim4i = 2 


2 2 

x +y 


X±±± | 

;=o° + ^ 


e 

lim 

x — >0 
y=x 


4 


2x 2x 

= lim , 

x 2 + y 2 


2 2 
X +X 


n/2 

2 


Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


c) lim 


x-y 


x ~>o 2x + y 
y— >o J 


Temos: 


lim 


x-y 


•*->° 2x + y 

y=0 y 

e 


lim 


x-y 


y^2x+y 


= lim — 

*-*? 2x 

y=0 


1 

2 


= lim— = -1 

>’^0 y 
x=0 J 


Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


d) lim^^ 

Temos 

i- Ty ,. 0 _ 

lim— — = lim— = 0 

■*->° x +y x ->£ x 

y = 0 ^ y=0 
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v xy x 1 

lim— = lim— = - 

x ^° x + y x ^° x + x 2 

y=x ^ y=x 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


e) 

x ~*° 4x +5y 

y— >o J 


Temos: 


= lim — - = 0 


x ~$ 4x +5y A ->° 4 x 

_y=0 _y=0 


v 3xy 3x 2 3 

lim — = lim — - = - 

x ~>° 4 X 2 +5 y x^o g x 2 9 

y=x ^ _y=x 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


x + y 

y-> 0 J 


Temos: 

Um^ = l im 4 = l 

* +y fzi ? x 


x 2 -4y 2 -4y 2 . 

lim — - — V = lim — 1— = -4 
x + y y^° y 

x=0 J x=0 J 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


g) lim-3 2 

x y - t x + y 

Temos: 

lim — — - = limL- = 1 

■*->° x +y *->? jc 

>’=0 ^ >’=0 


lim — = 0 

y—>0 y L 
x=0 - 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


y 4 +3x 2 y 2 + 2yx 3 
h) lim- , - , 

Ho ^ 2 + x 2 ) 2 


Temos: 
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y l -3.v : y : +2v.v ; 

S° (/+x 2 ) 2 


= lim 


y 


2\2 


y->o (y ) 

x=0 ’ 


= 1 


e 

y 4 +3x 2 y 2 +2yx 3 x 4 +3x 4 +2x 4 6x 4 3 

lim , , , — = lim — = lim — - = - 

(y 2 +x 2 ) 2 (2x 2 ) 2 x ^° 4x 4 2 

y=x v>/ ' y=x 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


.. r ( x — 1 ) y 

l) lim , 

^(x-D 4 + y 2 

Temos: 

lim— ^ ^ - = lim — - — - = 0 
-'(x-i ) 4 + r (x-i ) 4 


y=0 


lim lim U-yU-tf „mi;=j); = l 

.(x-D' + y 1 »i (x-l) 4 +(i-l) 4 «'2(x-l) 4 2 

y={x-\) y=(j:-l) 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


14 . Verificar se os seguintes limites existem: 

a) lim — 

*->o x + y 

y-> 0 y 

O limite nao existe. Para mostrar basta aplicar a Proposigao 3.2.3. 

Temos: 

2y .0 
lim — — = lim — = 0 


x+y x 

y=0 ^ y=0 

e 

= lim— = 1. 

x + x 2x 

y=x y=x 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


b) lim 


-* 2 :y 


2x + 2y 


Este limite existe e e igual a zero. Usando a definigao temos: 

< s sempre que 0 < Jx 2 + y 2 < 8 . 


Dado a > 0 existe 8 > 0 tal que 


-* 2 y 


2x 2 + 2y 2 


-x 2 y 


Temos que 

x 2 I y I 


2x 2 + 2y 2 


2(x 2 + y 2 ) 


Como x 2 < x 2 + y 2 e I y l< yjx 2 + y 2 temos 
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2x 2 + 2y 2 


< 


(a 2 + y 2 W * 2 + y 2 
2(* 2 + /) 
Assim, se tomamos 8 = 2s temos 


-* 2 y 


< s sempre que 


2x 2 + 2y 2 y 

O que mostra a existencia do limite, 


+ y 2 <8. 
sendo igual a zero. 


c) lim 

x + y 

y-v 0 7 

O limite nao existe. Para mostrar basta aplicar a Proposigao 3.2.3. 
Temos: 

i- *y i . 0 . 

lim— - = lim— = 0 

A ->° x + y A ->° x 

y=0 ^ y=0 

e 

,. xy x 2 1 

lim— = lim— = lim = 1 

+y *->°x +x «°x + l 

y=x ^ y=x y=x 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


d) lim 


5 y-x 


*->o 2x- y 

v— >0 J 


O limite nao existe. Para mostrar basta aplicar a Proposigao 3.2.3. 
Temos: 

A ->° 2x 2 
>>=0 


limits 

y ~>0 — y 
x=0 J 

Como os resultados sao diferentes o limite dado nao existe. 


e) lim 


3 3 

x -y 


x 2 + y 2 

v— >0 J 


Vamos mostrar que este limite existe e e igual a zero. 


Dado s > 0 existe 8 >0 tal que 
Temos que 


3 3 

x -y 


2 2 

x + y 


< £ sempre que 0 < -Jx 2 + y 2 < 8 . 


3 3 

x -y 


2 2 

x + y 


I x 3 - y 3 1 < I x 3 1 + 1 y 3 I 


2 2 

x + y 


2 2 

x + y 
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< 


x 2 1 x I +y 2 I y I 

2 2 
X +y 


Como x 2 < x 2 + y 2 e y 2 < x 2 + y 2 temos 


3 3 

x -y 


2 2 

x + y 


< 


(x 2 + y 2 ) I x I +(x 2 + y 2 ) I y I 

2 2 _ 

x +y 


=1 x I + 1 y I . 

Como I x l< tJx 2 + y 2 elyl<V^ + y 2 temos 


3 3 

x -y 


2 2 

x +y 


3 3 

x -y 


<2jx 2 + y 2 . 

Assim, se tomamos 8 = £72 temos 

< s sempre que 0 < Jx 2 + v 2 <8, o que mostra a existencia do limite, sendo 


2 2 

x + y 


igual a zero. 


15 . Verificar a existencia dos limites das seguintes fungoes quando (x, y) tende ao 
ponto indicado: 


a) f(x,y) = \ 


1 


xsen 2 y 

y ; m 0) 


o, y = 0 


lim f(x, y) = lim xsen — = 0 

x—*0 x^0 y 

y ^0 y ^-0 * 


Dado e > 0 existe 8 > 0 tal que 
Temos que 


xsen - 


y 


< £ sempre que 0 < , Jx 2 + y 2 < 8 . 


1 

=1 X 1 

1 

xsen — 

sen — 

y 


y 


Como I x l< -Jx 2 + y 2 e 
Sempre que 0 < Jx 2 + y 2 < 7 temos 


1 

sen — 

y 


< 1 temos que 


1 

xsen — | 
>’ 




xsen — 

y 


< 8 . Portanto basta fazer 8 = £ para que 


xsen — 

y 


< £ sempre que 0 < V* 2 + / <S, o que mostra a existencia do limite, sendo 
igual a zero. 


b) / (x, y) = f ( ^ 1)2 ;P(0,1) 

x +(y-l) 

Neste caso o limite nao existe. Vamos mostrar usando a proposigao 3.2.3. 

Temos: 
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lim 

y->i 

x=y - 1 


x 2 (y 


I) 2 


x 4 +(y-l) 4 


lim 

>->i 

x=y - 1 


(y-D 4 

2(y-l) 4 


1 

2 ' 


lim 


x\y-D 2 


x ^.° x + 0-1) 

y = 1 w y = 1 


= lim-^- = 0 


X 


Portanto o limite da funqao f(x,y) no ponto P(0,1) nao existe. 


c) f(x,y) = 


lim /(x, y) = lim 


3 xy 


l 


2 2 

x +y 


; P( 0, 0) 


3 xy 


x — >0 
_y->0 


x — >0 / v 2 

y-»0 


l 


= 0 


x + y 


Dado s > 0 existe 8 > 0 tal que 


3xy 


V 


2 2 

x+y 


< s sempre que 0 < tJx 2 + ~y 2 < <5 . 


Temos que 


3xy 


l 


x 2 + y 2 


31x11 yl 


l 


x 2 + y 2 


3xy 


Como I x l< tJx 2 + y 2 e I y \< y[x* + y 1 temos que 

3^ 


l 


x 2 + y 2 


lx 2 + y 2 yjx 2 + y 2 


l 


x 2 + y 2 


= 3a/ 


2 2 

x+y . 


Sempre que 0 < -Jx 2 + y 2 < 8 temos 


3xy 




2 2 

x+y 


< 38 . Portanto, basta fazer 


8 = z73para que 


3xy 


l 


2 2 

x + y 


< £ sempre que 0 < -jx 2 + y 1 <8, o que mostra a existencia do limite, 


sendo igual a zero. 


x 6 + x 2 


d) f( x ,y) = ? T ^ J ;P( 0,0) 

x 2 + y 2 

Neste caso o limite nao existe. Vamos mostrar usando a proposigao 3.2.3. 


Temos: 






x 6 +x 2 x 6 +x 2 

lim — = lim z — 


* 2 + y 2 

y = 0 ^ 


x^-0 

y=o 


= lim(x 4 +1) = 1. 

x^-0 


x 6 + X x 6 + X i 

lim — = lim z — = lim 


x 2 + y 2 

y=x s 


2x 


x—>0 


g 4 n 

— x ~i — 

V 2 2 ) 


l 

2 ' 
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Portanto o limite da fungao f(x,y) no ponto P(0,0) nao existe. 


3 3 

e) /(x,j) = L^;P(0,0) 

x -y 

Neste caso o limite nao existe. Vamos mostrar usando a proposigao 3.2.3. 
Temos: 


x^-0 v -3 

y =o x 


y 


lim^— Zl = iim 




= -l. 


11111 — Hill 

x — v >’^° - v' 

x=0 J J 

Portanto o limite da fungao /(x,yj no ponto 


P(0,0) nao existe. 


16 . Provar a propriedade (b) da proposigao 3.3.2. 

Temos a propriedade: 

Se lim f{x, y) existe, e c e um numero real qualquer, entao: 

x->x 0 

y->yo 

lim c.f(x,y) = c. lim /(x, y). 

X — >Xq X — >Xq 


Seja lim fix, y) = L ; c e um numero real qualquer. Queremos provar que 

x— >x 0 

lim c.f(x, y) = c.L. 

x— »x 0 

Se c = 0 e trivial. Supor c ^ 0 . 

Dado e>0 arbitrario, devemos provar que existe <5>0 tal que 
| cf(x, y) — cL\<s sempre que 0 < ^/(x-x 0 ) 2 + (y- j 0 ) 2 < 8. 

Temos que | cf (x, y) — cL | =1 c II f(x, y) - L I . 

Temos tambem, por hipotese, que dado £>i) existe 8 > 0 tal que 
\f(x,y)-L\<s sempre que 0< A /(x-x 0 ) 2 + (j- j 0 ) 2 <8. 

Basta fazer 8 = s / 1 c I para que 

| cfix, y) - cL | < s sempre que 0 < -J(x-x 0 ) 2 +(y- y 0 ) 2 <8. o que mostra a existencia a 
propriedade dada. 


17 . Usando as propriedades, calcular os limites seguintes: 

a) lim(2xy + x 2 - — ) = (2. 1 .2 + 1 2 — — ) = — . 

x ~>\ y 2 2 

y—>2 

x + _y-2 2—1—2 —1 

b) lim 9 y , = = — . 

^2 X 2 +y 2 4 + 1 5 

T->- 1 y 
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c) lim j * 1 : 

^v x y +xy ~ 1 


o+o-i 


d) lim( V x' 

x — »0 


+ 1 - ■Jxy) = 1 — 0 = 1. 


e) lim ( 10) =-10. 

*->+ 0 ° x + y 


~ x 2 + y 2 -xy + l 0 + 1 — 0 + 7 —4 

f) lim +- — = = • 

x 3 + y 3 -l 0 + 1-7 3 

y-n 


18. Calcular os seguintes limites de fun§oes compostas: 
a) limln(x 2 + y 2 + 10) = ln(l + l + 10) = lnl2. 

x — >1 

y-u 


b) lim e x+y = e l/co =e° =1. 


N t . sen(x+y) sen(n + nl 2) sen(3/r/2) -1 

c) lim — = = = — 

x n n n 


d) limlnf x2 + y2 j=lnf 16 + 4 l = ln(20/3). 

^2 U-4 + lJ U-2 + lJ 


19. Calcular os seguintes limites usando a proposigao 3.3.6: 

xyjjc^y 

a) lim^f f- 

x + y 

y->0 J 

Pela proposigao 3.3.6, podemos afirmar que: 

lim 5^7 = ii m ^ T7 ^_ = o 

;+ * +y pS * +y 

De fato, temos que: 

• lim f(x, y) = lim Jx + y = 0 

X^>0 X^0 

y->0 y^O 
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g(x, y) = 


xy 


xy 


2 2 

x + y 


e uma fungao limitada , pois podemos escrever que 


2 2 

x+y 


\x\\y\ < + y 2 'si* 2 + y 2 


x 2 +y 2 


x + y 2 


=l. 


b) lim . 

x->0 + 

>>->0 + 


2 3 3 

xy + y - xy 

2 2 
x 2 + y 


Pela proposigao 3.3.6, podemos afirmar que: 


lim 

x— >0 + 
y^0 + 


K + / 3 -V =lim fU + y^xy 1 = i im/ , (x +y -y ) = 0 

x+y ^o + V x+y v ^ 0+ x 2 + y 

y V :v-> 0+ ^ 

De fato, temos que: 

Urn f{x, y ) = Urn y 2 = 0 

x— >0 x^0 + 

;y->0 + ;y->0 + 

g(x, y) = ( X+ ^ e uma fungao limitada , pois podemos escrever que 

x+y 


(x + y-xy) 

_ x+y-xy 

2 2 

x+y 

“ ' 2 2 
x+y 


< 


*|+M+M 

x 2 + y 2 


- + - 


y i 


-+- 


I xy I 


2 2 2 2 2 2 
x 2 + y 2 x 2 + y 2 x 2 + y 

< 1 + 1+1 


Observa-se que a visualizagao de < 1 e feita usando a transformagao para 

x+y 


coordenadas polares, ou seja, ^ 

x+y 


\r cos 6sen6\ 


= cos 0sen6\ < 1 . 


c) lim 


x 2 y[y 


+ y 

Pela proposigao 3.3.6, podemos afirmar que: 

x 2 y[y /- x 


lim 2_ = = lim x-Jy ■ 

x^O 2 . 2 x— >0 
y->0 V X " h ./ y^O 


xpf+y 2 


= 0 


De fato, temos que: 
lim /(x, y) = lim x^/y = 0 


x — >0 
y->0 


x^0 

y ->0 
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• g(x, y ) = , e uma fungao limitada , pois podemos escrever que 

7 - v 2 + r 


X 

Ixl ^V- 

/ 2 , 2 

/ 2.2 f 

-\/x + y 

V x + y V- 


=i. 


20 . 


a) 


Calcular os seguintes limites envolvendo indeterminagoes: 

t . x 2 y - 3x 2 -4xy + 12x + 4y-12 

lim — = 

xy - 3x - 2y + 6 


= lim 

x — >2 
3^3 


y(x 2 - 4x + 4) - 3(x 2 - 4x + 4) 
x(y-3)-2(y-3) 


(x-2)(j-3) ^2 (x-2)(y-3) ^2 


b) 


lim _ 2 y — Vx + 2 
4 - x + Xyfy - 4^jy 


= lim 

x^4 


(V7-2)(y-l) 


^(77 + 2 ) 


2 ' 


c) 


. Vx + 3 — V3 . . (V x + 3 — V3 iV x + 3 + V3 ) 
£2 x> ’ + x (xy + x)(vx + 3 + v3 j 


Um 1 1 = V3 

(y + l)(V7+3 + V 3 ) 2 V 3 6 ' 


d) 


lim 

x — >1 


Vxy-i 

V*y-i 


Fazendo a troca de variaveis temos: 

xy — t e Para x — ^ 1 ^ y — ^ 1 , temos xy — ^ 1 ou t — ^ 1 j t — ^ 1 . 
Assim, 


lim #2 


= lim 

? >1 



= lim 


f 2 -l 




r 2t 

= lim — - 

3 1 2 


2 

3' 


e) 


vsenx .. ysenx .. senx v y . 1 

lim— = lim — = hm lim — - — = 1- 

jf->oxy + 2x *->o x(y + 2) x y-^ 1 (y + 2) 3 


1 

3* 


f) 


l+xy 


1 


lim(l + x) * 

x->0 


= lim(l + x)* • (1 + x) y =<?•! = <?. 

x— >-0 
y^2 


e -1 

g) lim = In e = 1 . 

y^O J 
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21 . 


Calcular os limites seguintes: 
a) - e y + 1) = e 1 — e 2 + 1 = 1 

x — >1 
3^2 


b) limx^/x 2 + y 2 =0 


x-»0 

c) lim (x 2 y 2 + 2 x^y 2 + y~) — — 8 — 8 + 2 — — 14 

x-»-l 

3^2 

d) lim(3 x 2 y + 2xy 2 - 2xy) = 6 + 8 — 4 = 10 

x — >1 
3^2 


. xy 2 -5x + 8 —2 + 10 + 8 

e) lim —f = 

x ^~ 2 x +y +4xy 4 + 1-8 


16 


V >1 


f) lim 


x 2 + 3 xy 2 _ 0 


x ->0 


0 x + y 


= — = 0 
1 


, ,. x 2 -yx .. x(x-y) x 

g) lim — — —— = hm = lim 


x - y +! ( x - y)(x + y) £1 (x + y) 2 


h) lim ln| 

(x, y)— >(1,2) 


xy — 1 
2xy + 4 

1 


= ln- = -In 8 
8 


i) lim xsen — =0, usando a proposigao 3.3.6 

i v. y ) Ull.lli V ■ , 


j) 


lim 


(*,;y)-K0,0) x 2 + y 2 


=0, usando a proposigao 3.3.6 


k) lim cos| 

(x, y)->( 0, 0) 


X 


2 2 
x + y 


=cos 0=1, aplicando inicialmente a proposicao 3.3.6. 


1) l im ~ ^ = lim ~ ^ = lim ~ ?><* + » = 2 
X + V x + V 

;y-»-l y-»-l ^ y ->- 1 


x+y 


XV 

m) lim — r-^ — — = 0, usando a proposigao 3.3.6 

x ^°x +y 

y-y0 J 

n) lim ~~ ~~ + y + ~ _ 2x + 2 _ 


x — >1 
3^2 


(x-1) (j + 2) 
-x 


lim (y + 2)(x 2 

(x-l)+ + 2) 


X + 1 ) ,. (x 

- = lim 

*->l 


■ X + 1 ) 


(x-1) 2 


v 3x 2 — 2x — 1 

= lim 

2(x - 1) 


6x — 2 


= lim 

*->i 2 


= 2 


o) lim(xy - y)sen — - — cos — - — =0, usando a proposigao 3.3.6 
*-»i x - 1 y - 1 

y->i 


p) lim 2 


3 2 

x -x y _ 


=lim =1 


”l x *-y £%(x-y)(x+y) 
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22 . Verificar se as fungoes dadas sao contmuas nos pontos indicados: 


a) 


f(x,y) = \ 


xsen^ y^O , - 

V , p(o,o) 


o, y = 0 

lim/(x, y) = livnxsen — = 0 = /(0,0) => fix, y) 6 contmua no ponto P(0,0). 

y 


x — >0 
_y->0 


x -»0 

y^-0 


b) 


fix, y) 


x - yx 

— — i’ x * ± y 

x - y 

1 


. Au) 


u 


(x + y),x = ±y 


Quando x * ±y ,temos: 

lim f(x, y ) = lim ^ — - = ]- = fill) . 

£1 $*(x-y)(x+y) 2 

Quando x = y, temos: 

lim fix, y) = lim ^ (x + y) = ^ = /(1,1) 

x — >1 x — >1 4 2 

y->i y->i 

Portanto, a fungao e contmua no ponto P{\, l) . 


c) fix, y) = - - ^ 2 , P(l, 2) 


y ->2 


2xy -1 
, m x 2 - 3xy z + 2 _ — 9 
7 


lim fix, y) = lim ~ - ~7 ; - = — = /(1,2) . 


-i 2xy -1 


Portanto, a fungao e contmua no ponto p(l, 2) . 


d) 


fix,y) = < 


y 4 +3x 2 y 2 +2 yx 3 
(* 2 + /) 2 
o. 


, (x, y)* (0,0) 

(x, j) = (0, 0) 


, p(o,o) 


r , . .. y 4 + 3x 2 y 2 + 2yx^ 

O limite lim fix, y) = lim — nao existe, pois 

a — >o a — > o ( x z + v i 

y->0 y->0 ' y ' 

lim / (x, y) = lim = 0 e lim/(x, y) = lim^L = 1 

x^-0 x— »o x—>o x—>o 4x 2 

y=0 >>=0 y=x y=x w 

Portanto, a fungao dada nao e contmua no ponto p(o, 0). 


e) / (x, y) = 


[3x — 2y , (x, y) * (0, 0) 
1 1, (x,y) = (0, 0) 


p{ o,o) 
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lim f(x, y) = lim(3x - 

X — >0 X — >0 

_y^0 y-> 0 

ponto P(0, 0). 


■ 2y) = 0 ^ /( 0,0) . Portanto, a fungao dada nao e contmua no 


f) f(x,y) = \ 


777 '<^< 0 '°Uo,o) 


0, (x, y) = (0, 0) 


2 2 

X — V 

O limite lim f(x, y) = lim — r — '—y nao existe, pois 

x— >0 x— >0 x ~ h V 

y^0 0 J 

2 2 

X — y 

lim f{x, y) = lim — = 1 e lim f(x, y) = lim — r- = -1 . 

x^-0 x— >0 r z y-»0 x^0 y Z 

y=0 y=0 x=0 y=x J 

Portanto, a fungao dada nao e contmua no ponto P(0, 0). 


g) fix,y) = \ 


y 2 + 2x 


,(x,y)*(0, 0) 


O limite lim fix, y) = lim 


y*-2x , ' r ’"' P(0,0) 

0, (x, y) = (0,0) 

y 2 + 2x 


x— >0 x^O Y — 2x 

y ^> 0 y ^0 J 


nao existe, pois 


lim fix, y) = lim — 2 = -1 e lim fix, y) = lim -L. = 1. 

x^O X^0— 2r y— >0 x^O v 

y = 0 y=0 x=0 y=x ? 

Portanto, a fungao dada nao e contmua no ponto P(0, 0). 


h) /(x,y) = 2x 2 y + xy-4, P(l, 2) 

lim fix, y) = lim(2x 2 y + xy - 4) = 2 = /(1,2) . Portanto, a fungao dada e contmua no 

x — >1 x — >1 

y-»2 y-> 2 

ponto P(l, 2). 

Observa-se que esta e uma fungao polinomial, que e contmua em todos os pontos do 
piano. 


i) / (x, y) = —— — P(U) e <2(0,0) 
x + y 

lim fix, y) = lim * + — = — = y (1,1) . Portanto, a fungao dada e contmua no ponto 

x->l -t->l X + y 2 


y->i 

du). 


y^l 
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lim fix, y ) = lim — nao existe, portanto, a funcao dada nao e continua no ponto 

x->0 >0 r + v 

y->0 y->0 J 

Q( o,o). 

23. Escrever o conjunto em que a fungao dada e continua: 

a) / (x, y) — x 2 y — x 3 y 3 — x 4 y 4 

E continua em/? 2 . 


b) f(x,y) = 


x-2 


(xy - 2x - y + 2)(y + 1) 


E continua em {(x,y)e R 2 \x^\ , y¥= 2 e y*-l}. 


c) f(x,y) = In 


v* 2 -y 1 j 


E continua em {(x, y) e /? 2 1 x > y e x^ — y} . 

d) f(x,y) = e xseny 

E continua em/? 2 . 


24. Calcular o valor de a para que a fungao dada seja continua em (0, 0) : 
a) f(x, y) = ■ 


(x 2 + y 1 ) sen — 2 1 — 2 , (x, y ) * (0, 0) 


a, (x,y) = (0,0) 

Para que a fungao dada seja continua em (0,0) devemos ter: 

) 


lim fix, y) = limix 2 + y 2 ) sen 

x — >0 x ->0 v ' 

y^-0 


1 


x ->0 

y^-0 


= 0 = /(0, 0) = a . Assim, a=0. 

x + y 


2 2 
x y 


(x,y)*(0, 0 ) 


y — ^0 


b) fix, y) = < | Vy 2 + 1 — i 

a- 4, (x, y) = (0, 0) 

Para que a fungao dada seja continua em (0,0) devemos ter: 

* 2 y 2 (Vy 2 +i+i) _ 

y— >o w y 2 +i ~i]( Vy 2 +i 


2 2 

x y 

lim f(x, y) = lim , — = lim / , ' 

Vy 2+1 - 1 £2 (Vy 2+I - ijy 


y^-0 


lim 

>’H>0 


x 2 y 2 \y y 2 + 1+1 

7 


= lim x 2 • limUy 2 +1 +l)= 0 = /(0,0) = a - 4 

jt->0 y->0 X ' V 7 
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Assim, a=4. 


25. Esbo?ar a regiao de continuidade das seguintes fungoes: 

x 2 + 2x_y 3 


a) 


fix, y ) = 


t 


x 2 -y 2 -1 



b) 


f 

fix, y) = In 

V 


2 2 
x y 


\ 


J 



c) 


f(x,y,z) = 


xz + 2 yz - x 2 


t 


z + x 2 +y 2 


A regiao de continuidade desta fun§ao e acima do paraboloide que segue. 
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Z 

A 



26. Calcular f(x, y, z ) , dados: 


a) f(x,y,z) = 


r—^ r o 

f 


2 , __ 2 xy x — 2 ^ 


x + y ,- 


V 


z x -4 


;r 0 =(2,1,1) 


lim 

(*.y.z)-K2.l.l) 


2 2 xy x — 2 

x +y , 




Z V-4, 


2 2 xy 

x+y 


x — 2 


z ’(x-2)(x + 2) 


2 2 + 1 2 , 


1 ^ 




= 

5,2,- 

2+2J 


l 4 J 


b) f(x,y,z) = 


f r sen y ^ 

e , -, x+y + z 


V 


y 




1 , 0 ,- 

2 


^y 


lim 


r sen y 
e , ,x + y + z 

y y 


;^ 0 = 

y 

^ ' 1 

e‘,1, 1 + 0 + - 




\ 

r , 37 

= 

e,l,— 

/ 

l 2j 


c) f(x,y,z)= — , x ,Jz ;r 0 =(2,1,4) 

f .. . .. 'n r 


lim 


•x+y 2 r 

,x ,Vz 


2 + 1 

2^7 


,2 2 ,V4 


\ 

f 3 3 

2 , 4,2 

zz 

J 

U J 


= (3,4,2) 
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27. Determinar os limites seguintes: 

a) j im s/2 

(*,y)-x 1,2) v-yy 


j \ 2 j 


b) lim , 

(*,;y,z)->(o, 1, A 

primeira coordenada. 


^ x y ^ 

— sen — , cos x, tg yz 


= (0, 1, 1) , aplicando a proposigao 3.3.6 na 


J 


c ) lim 

(x, y, z)-K3, 4, 1) 

f 3 ^ 

6 , 0 

2 


[- xz-x 
W.w -j— yin 
v z - 1 


lim 

J (X, y, z)-*3, 4, 1) 






(z-l)(z + l) 


ylnz 


28. Analisar a continuidade das seguintes fungoes vetoriais: 
a) f(x, y) = (xy, x 2 -y 2 , 2) 

E continua em IR 2 . 


b) g(x, y, z) = l 


2 1 

x, y sen_y, xz sen — 

V ZJ 


z* 0 


{(x, y sen y, 0), z = 0 
E continua em IR 3 . 


c) h(x, y) = (xlny, Minx) 

E continua em j(x, y) e IR 2 lx, y > Oj . 


d) p(x, y, z) = e xy i + In xz j + 2k 
E continua em j(x, y, z) e IR 3 1 xz > o} . 


e) q(x, y, z) = 
E continua em 


x 2 ^ 

, z 

\x-y x J 

|(x, y, z) e IR 3 1 x ^ 0 e x ^ y j . 


f) r(x, y, z) = 


3a 

a 


onde a = xi + yj + zk 


E continua em IR 3 - j(0, 0, 0)} . 

g) u(x, y, z) = (x 2 + y 2 , y 2 + z 2 , z 2 +x 2 ). 

E continua em IR 3 . 
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CAPI TULO 4 
4.5 - EXERCf CIOS 
pag. 124 - 128 

Nos exercicios de (1) a (5) calcular as derivadas parciais de l a ordem usando a 
defini?ao. 

1. z = 5xy-x 2 

dz = lim fjx + Ax, y)-/(x, y) 
dx Ax 

_ 5(x + Ax) • y - (x + Ax) 2 - 5xy + x 2 

Ar^-0 AX 

- lim + ~ x2 ~ 2xAx - (Ax) 2 - 5 xy + x 2 

A *->0 Ax 

= lim (5y — 2x - Ax) 

Ax-»0 

= 5y-2x 

dz = Hm /(x,y + Ay)-/(x-y) 

dy A y^° Ax 

5x(y + Ay) - x 2 - 5 xy + x 2 
= lim 

Ay^O A y 

5xy + 5xA y - x 2 - 5xy + x 2 

= lim 

Ay^O Ay 

= 5x 


2. / (x 9 y) = x 2 + y 2 — 10 


df = Um fix + Ax, y) - f(x, y ) 


dx 


Ax 


v (x + Ax) 2 + y 2 -10-x 2 -y 2 +10 
= lim 

A*— >0 


Ax 


x + 2xAx + (Ax) + y — 10 — x — y +10 
= lim — 


Ax — >0 


Ax 


= lim (2x + Ax) = 2x 

Ax— >0 


Of - lim /(*.y + Ay)-/(*,y) 

dy 4 y->o Ay 

x 2 + (y + Ay) 2 -10-x 2 -y 2 +10 


= lim 

A><->0 


Ay 


= ]im yf+ 2yAy + (Ay) 2 - y 2 + 10 - 10 


Ay^-0 


Ay 
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= lim (2 y + Ay) = 2 y 

Ay^> 0 


3. z = 2x + 5y — 3 

8z _ 2(x + Ax) + 5y-3-2x-5y + 3 

dx a*-* 0 Ax 

2x + 2Ax-2x 

= lim 

Ax 


= 2 

d. z _ 2x + 5(y + Ay) - 3 - 2x - 5y + 3 

dy Av ^° Ay 


= lim 

Ay— >0 


5y + 5Ay-5y 
Ay 


= 5 


4. z = Jxy 


8z .. -J(x + A xjy-Jxy 

— = lim - — 

8x a*-* 0 Ax 


= lim 

Ax— >0 


■Jxy + yAx - Jxy 
Ax 

xy + yAx-xy 


Ax(Jxy + yAx + Jxy 


y 


— = lim 

dy 4y->° 


2 Jxy 

^/x(y + Ay) -Jxy 


Ay 

xy + xAy - xy 


A ^° Ay (Jxy + xAy + -Jxy 


2 Jxy 


5. f(x, y) = x 2 y + 3y 2 

Qf_ = lim (x + Ax) 2 y + 3y 2 -x 2 y-3y 2 
8x a*->o Ax 

= lim x2 y + 2x Axy + (Ax) 2 y + 3y 2 -x 2 y-3y 2 

Ax 

= lim (2xy + Axy) 

Ax^-0 

= 2xy. 
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<¥_ = ]im x 2 (y + Ay) + 3(y + Ay) 2 -x 2 y-3y 2 
dy Av ^° Ay 

x 2 y + x 2 Ay + 3y 2 + 3-2yAy + 3(Ay) 2 -x 2 y-3 y 2 


= lim 

Ay— >0 

= lim (x 2 +6 y + 3Ay) 

Ay— >0 

= x 2 +6y 


Ay 


6. 


i i 

Usando a definigao 4.1.1 mostrar que f(x,y ) = x 5 y 3 tem derivadas parciais na 

origem, valendo — (0 , 0) = 0 e — (0 , 0) = 0. 

dx By 


g( 0 . 0 ) = u m /(0+At ’ 0) - /<0 - 0> 

dx a*^o Ax 


ii ii 

Ax^ -0 3 -0~ 5 -0 3 
= lim 

ax^>o Ax 


= lim — = 0 

Ax— »° Ax 


df_ 

dy 


(0,0) = Urn 

Ay-»0 


= lim 

Ay— >0 


/(0,0 + Ay)-/(0,0) 
Ay 

i iii 

0 3 (0 + Ay) 3 -0 3 -0 3 _ 

4y ' 


rsr £\_C 

7. Usando a defini§ao, determinar, se existirem — (0,2) e —(0,2), sendo 

dx dy 


f (x, y) = 


2 1 

x y sen — , x ^ 0 
x 

0 , x = 0 


—(0,2) = lim lAAASl _ iim 

dx a*->o Ax a*->o 

= lim 2Ax sen— = 0 
Ax 


2 1 

Ax ,2sen 0 

Ax 

Ax 


2 1 

2(Ax) sen — 

= lim A* 

Ax— >0 AX 


Jf = ]im /(0 1 2 ±M -/(0 1 2) = lim O-0 =0 


dy Ay->0 


Ay 


Ay— >0 /\y 
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Nos exercicios de 8 a 27 calcular as derivadas parciais de l a ordem. 


8- f(x,y) = e 

— = e** y ■ 2xy 
dx 

d L = e^-x 1 

dy 


x y 


9. f(x,y) = xcos(y-x ) 
df 

— = -x.sen(y - x).(-l) + cos(y - x) 
dx 

= xsen(y - x) + cos(y - x) 
df 

— = -xseniiy - x) 

dy 


10. f(x, y) = xy 2 + xy + x 2 y 

^L= y 2 +y + 2xy 
ox 

— = 2 xy + x + x 2 
dy 


11. f(x,y) = y 2 \n(x 2 +y 2 ) 
df _ 2 2x _ 2 xy 2 

r-N y • 2 2 2 2 

dx x + y x + y 

ff = y 2 - 2 +ln(x 2 +y 2 ).2y 

dy x 2 + y 2 


2y 3 


2 2 +2yln(x +y ) 

x +y 


12. z = yfa 2 -x 2 -y 2 


dz 

dx 

dz 

dy 


= ^(a 2 -x 2 -y 2 ) 2 .{-lx) = 

= \{a 2 -x 2 -y 2 ) 2 .{- ly) = 

2 


-x 

I 2 2 2 

V a -x -y 

-y 

I 2 2 2 

-x -y 


13. z = ^/x 2 + y 2 
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dz_ 

dx 


= ^(x 2 + y 2 )~ 2 .(- 2x) = 


x 



dz _ y 

dy y[x^+ y 2 


dz _ ( x 2 + y 2 ). 2x-(x 2 - y 2 ). 2x 
& = (x 2 + y 2 ) 2 

2x 2 + 2xy — 2x 2 + 2xy 
" (x 2 + y 2 ) 2 

4xy 2 

~~ (x 2 + y 2 ) 2 

dz _ (x 2 + y 2 )(-2y)-(x 2 -y 2 ).(2y) 
dy (x 2 + y 2 ) 2 

_ - 2 x 2 y - 2 y 3 - 2yx 2 + 2y 3 
' (x 2 + y 2 ) 2 

-4x 2 y 
_ (x 2 + y 2 ) 2 


y 

15. g(x,y) = arctg — 

x 

-y -y 

dg _ x 2 x 2 - y 

dx y 2 x 2 +y 2 x 2 +y 2 

X 2 X 2 

l l 

dg = x x = x 

dy . y 2 * 2 + y 2 x 2 + y 2 

1 + 2 2 

X X 

16. z = (x+ y)e x+2y 

— = (x + y).e x+2y + e x+2y . 1 = e" +2y (x + y + 1) 
dx 

— = (x + y).e x+2y .2 + = e" +2y (2x + 2y + 1) 

dy 
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dz _ (x 2 +2y 2 ).2xy-x 2 y.2x _ 2x 3 y + 4xy 3 -2x 3 y _ 4xy 3 
dx~ (x 2 +2y 2 ) 2 ~~ (x 2 + 2_y 2 ) 2 _ (x 2 +2y 2 ) 2 

dz _ (x 2 + 2_y 2 ).x 2 -x 2 yAy _ x 4 + 2x 2 y 2 -4x 2 _y 2 _ x 4 -2x 2 y 2 
dy (x 2 +2 y 2 ) 2 (x 2 +2 y 2 ) 2 (x 2 +2 y 2 ) 2 


18. z = e 


x-+y--4 


dz 

dx 

dz 

dy 


e xl+y2 ~ A 2x 

e^-\ 2 y 


19. z = 2xy + sen 2 xy 
dz 

— = 2y + 2senxy. cos xy.y = 2y(l + senxy cos xy) 
dx 

dz 

— = 2x + 2senxy. cos xy.x = 2x(l + senxy cos xy) 
dy 

20. z = ln(x + y) — 5x 



dx x + y 
dz 1 


dy x+ y 


21. z = yjx 2 + y 2 -1 

— = — (x 2 -l- y 2 — l)~^.2x = , * 

dx 2 Jx 2 + y 2 -l 


dz _ 1 
dy 2 


— = -(x 2 + y 2 -\) 2 .2y = y 


ylx 2 +y 2 -l 


22. z = Jxy - 


xy 


dz 1 ( y 

¥* = 2 (xy) - y - y= y^- y 

dz 1 , -I x 

— = — (x.y) .x-x = — t= — x 

Sy 2 
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23. f(w,t ) = w 2 t-~ 
t 


<L 

dw 


= 2 wt 


df _...2 


1 


— = + -T 


dt 


t 


24. f(u, v) = uv — lii(wv) 

df _ v _ 1 

du uv u 

df u 1 

— = u = u — 

du uv v 


25. z = x y -xy 

dz 2 

— = 2 xy -y 
dx 


dz 

% 


= 2 x 2 y - x 


26. z = y[x 2 +y 2 ~(x 2 +y 2 ) 

— = — (x 2 + y 2 ) ' 2 .2x-2x = 
dx 2 


V * 2 + y 2 


- 2x 


2z 


y 


2 y i 


x 2 + y 2 


-2y 


27. z = e" 2 (x 2 +y 2 ) 

— = e x .2x + (x 2 + y 2 ,e x ,2x 
dx 


= 2xe x +2xe x (x 2 + y 2 ) = 2xe x (\ + x 2 + y 2 ) 


dz 

dy 


= e x \2y = 2ye x2 


xy 


28. Seja f(x, y) = \ 


2 2 

x +y 


0 


se (x, y) * (0,0) 
se(x, y) = (0,0) 
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„ , , df df 

Calcular — e — . 

dx dy 

Para (x, y) ^ (0,0) 

df _ (x 2 + y 2 )y-xy(2x) _ x 2 y + y 3 -2x 2 y _ y 3 -x 2 y 
5x (x 2 +y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 

cf _ (x 2 + y 2 ).x-xy.2y _ x 3 +xy 2 - 2xy 2 _ x 3 -xy 2 
ay (* 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 


Para (x, y) = (0,0) 


dx Ax 


Ax.O 


= lim 

Ax— >0 


(Ax) 2 +0 2 


-0 


Ax 


= 0 


A ( 0 ,o)=i ^fMlMzim.0 

dy 4y->o Ay 


& 

dx 


3 2 

y ~ x y 


2x2 


(* Z +r) 


(x, y) * (0,0) 


0 , (x, y) = (0,0) 


dy 



(x 2 +y 2 ) 2 


(x, y) * (0,0) 


0 , (x, y) = (0,0). 


29. Seja /(x,y) = 


5xv 2 

— — 2 se y)*(°> °) 

x 2 + y 2 

0 se (x, y) = (0 , 0) 


Calcular f(l , 2) - f - (1 , 2) + f - (1 , 2) - (0 , 0). 

dx dy dx 


dx 



|5y 2 - 

5xy 2 2x 

1 

(x : 

! + /) 

2 

1 


n_ 

dx 


(1,2)= lim 

Ax^-0 


5.5.4-10.4 

5^ 


12 

T 
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Qf_ = (x 2 + y 2 ).10xy-5xy 2 .2y 
dy (x 2 +y) 2 

& a 5.10.1.2-5.1.4.2.2 

dy ’ 25 


4 

5 


— (0,0) = lim 

dx 


/(0 + Ax , 0) - /(0 , 0) 
Ax 


= lim 

Ax— >0 


5Ax.O 

Ac 2 

Ax 


-0 


= 0 


/( 1 , 2 ) = 


5.1.4 
1 + 4 


20 

5 


= 4 


/(l,2)-f-(l,2) + f-(l,2)- 

ox oy 


—(0,0) = 4- — + — 
dx 5 5 



9 1 2 

30. Verificar se a fungao z = x 3 y 2 satisfaz a equagao = 0 , para 

x dy 3y dx 

x + 0 ey ^0. 

& 0 3 

— = 2x y 

dy 

— = 3x 2 y 2 
dx 


— ,2x 3 y- — .3x 2 y 2 = 0 
x 3 y 

2x 2 y-2x 2 y =0 


3 1 . Verificar se z = sen(x + y) satisfaz a equagao 


dz dz _ q 
dx dy 


— = cos(x+ y) 
dx 

dz , . 

— = cos(x + y) 

dy 


cos(x, y) - cos(x, y) = 0 


32. Uma placa de ago plana tem a forma de um cfrculo de raio a , como mostra a 
figura 4.19. A temperatura num ponto qualquer da chapa e proporcional ao 
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quadrado da distancia desse ponto ao centra da chapa, com uma constante de 
proporcionalidade K>0. 



Figura4.19 


(a) Se uma partfcula localizada no ponto 


a 

2 


eixo dos x, sofrera aumento ou diminuigao 
(b) Qual a taxa de variagao da temperatura em 


a 


,0 


x 

0 


se desloca para a direita sobre o 


J 

de temperatura? 

relagao a variavel y, no ponto 


Temos que 

d = y[x^ + y 2 


T(x,y) = K^x r 7f 

Assim para o item (a) temos: 


ar 

dx 


= 2 Kx 


dT fa ^ 

v2’ j 


= 2 K.- = Ka 
2 


dx 

Como K>0, a particula sofrera aumento de temperatura. 
Para o item (b) temos: 

dT 


dy 

dT f 


= 2 Ky 


dy 


j-o 


= 0 
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33. A fungao T (x, y) = 60 - 2x 2 - 3y 2 representa a temperatura em qualquer ponto 
de uma chapa. Encontrar a razao de variagao da temperatura em relagao a 
distancia percorrida ao longo da placa na diregao dos eixos positivos de x e de y, 
no ponto (1,2). 

Considerar a temperatura medida em graus e a distancia em cm. 

T (x, y) = 60 - 2x 2 — 3y 2 


dT 

— = -4x 
dx 


= -6y 


dT_ 
dy 

dT 

— (1,2) = -4. 1 = -4 graus/cm. 
dx 

dT 

— (1,2) = -6.2 = -12 graus/cm. 

dy 


34. Encontrar a inclina?ao da reta tangente a curva resultante da intersecgao de 
z = /(x, y) com o piano x = x 0 no ponto P(x 0 , y 0 , z 0 ). 

a) z = 5x-2y;P(3 -1,17) 

— = -2 
dy 

dz 

^( 3 -!) = -2 
dy 


b) z = s[x 2 + y 2 -l;P(l,-l,l) . 

dz _ 1 
~dy~~l 


^ = ^ + )\ly= y 


■jy + _ i 


&(,,_!) = Z 1=_1 

dy 1 


35. Seja z = 3x 2 - 2y 2 - 5x + 2y + 3 . Encontrar a inclina§ao da reta tangente a curva 
resultante da intersegao de z = /(x, y) com y = 2 no ponto (1 , 2 ,— 3). 


dz 

dx 

dz 

dx 


= 6x - 5 


(1 , 2) = 6.1-5 = 1 
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36. Dada a superficie z = + y 2 , determinar a reta tangente as curvas de 

intersecgao da superficie com: 

a) o piano x = 2 

b) o piano y = V5 ; 
no ponto (2, V5 , 3) 


Respostas: 

a) ! r = x ( ^ 2 + y 2) ^ 

cy 2 

l< 2 .vs)=4 

dy 3 


2y = 


y 


i 


2 2 
x + y 


■y + b 


Assim, temos que 

z _s 

z 3 

z=—s+b=~+b 

3 3 


b = 



9-5 

3 


Portanto, 
f S 4 

■ Z= T 3 ’ + 3 

x = 2 


4 

3 


b) — = , 

3* Jx 2 + y 2 


#(2.V5) 


2 

3 


Assim temos: 

2 2 

z = — x + b = — -2 + b 
3 3 

3 3 3 


Portanto, 

f 2 5 

z = — x + - 
< 3 3 

y = a/5 


4 

3 


+ £> 
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37. Seja f(x, y ) = 


^x 2 + y 2 +\ se x 2 + y 2 < 1 


0 


se x 2 + y 2 > 1 


a) Esbogar o grafico de/ 

b) Calcular, se existirem, —(0,1), —(1,0) e —(0,0) 

dx dy dy 


dx Ax 

= lim = 0 

Ax ^° Ax 


dy 4 y->o Ay 

= lim = 0 

Xx—>() /\y 


df 

Para a derivada ^-(0,0) podemos usar as regras de deriva?ao. Temos, 


i A 


|( 0 , 0 ) = \\(ew + ^2y 


= 0 


/(o.o) 


Nos exercicios 38 a 47 calcular as derivadas parciais de l a ordem. 

38. w = x 2 y + xyz 2 +x 2 z 
= 2 xy + yz +2xz 


2 2 

= X -hXZ 


dx 
dw 
dy 

— = 2 xyz + x 2 
dz 


39. w = -ln (x 2 +y 2 ) 

z 


dw 

dx 

dw 

¥ 

dw 

dz 


1 2x 
z X 2 + y 
1 2 y 
z X 2 + y 


2 


2 


= ln(x 2 + y 2 ) 


2x 

= z(x 2 + y 2 ) 

' z (* 2 + /) 

-1 _ -ln(x 2 + y 2 ) 
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2 2 

40. /(x,y,z ) = * +y 
z 

V = 2x 

dx z 

= 2 y 

dy z 

a/ = -* 2 -y 2 

dz z 2 


41. f(x,y,z) = 2xy z 
df 

— = 2y 

V=2x-z-y“ 

dy 

^- = 2x-y z In y 

az 


42. /(x, y, z) = x sen yz + y sen xz 

df 

— = sen yz + y- cos xz - z = sen yz + yz cos xz 
dx 

df 

— = x • cos yz • z + sen xz = xz cos yz + sen xz 

dy 

df 

— = x • cos yz - y + y- cos xz- x = xy cos yz + xy cos xz 
dz 


43. /(x, y , z) = x 2 yz — xz 
df 

— = 2 xyz - z 
dx 

df 2 

— = x Z 

ay 

aa 2 

— = x y-x 

az 


44. g(w ,t,z) = -Jvf^rt^rZ" 

1 


= — (w z + r + z ) 2 • 2w = 


dg_ 
dw 
dg_ _ 
dt i 


w 




w 2 +t 2 + z 
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Sg__ 
dz J- 


w 2 +t 2 + z 2 


45. h(u , v , w ,t) = u + v — In (wt) 
dh 

— = 2 u 
du 

— = 2v 
dv 

dh _ t _ -1 
dw wt w 
dh _ - \/v _ - 1 
dt vW t 


46. T(x , y , z) = 


xyz 




v'-'-'" + y 2 - rr ■ yz - xyz + y 2 + z 2 ) 2 - 2x 


dT_ 

dx 


2 2 2 

x +y +z 


Jx 2 ~+y 2 + z 2 -yz- 


x 2 yz 




3 , 3 

> ’ z + yz 


yz(y 2 +z 2 ) 


2 2 2 

x + y + z 


(x 2 +y 2 +z 2 ) 2 (x 2 +y 2 +z 2 ) 2 


dT_ 

dy 


i Jx 2 + y 2 + z 2 ■ xz - xyz ■ (x 2 + y 1 + z 2 ) 2 -2 y 


2 2 2 
x +y +z 


x 3 z + xz 3 
(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 


dT _ xy 3 + yx 3 

dz~ - 

(x 2 +y 2 +z 2 ) 2 


47. f(x l ,x 2 ,x 3 ,x 4 ,x s ) = 
df -E 


Xj - 2x 2 - 3x 3 + x 4 -x 5 


dx j (Xj - 2x 2 - 3x 3 + x 4 - x 5 ) 2 

df 2E 


dx 2 (xj - 2x 2 - 3x 3 + x 4 — x 5 ) 


2 ' 
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a/ +3E 

dx 3 (Xj - 2x 2 - 3x 3 + x 4 - x 5 ) 

= -E 

dx A (Xj - 2x 2 - 3x 3 + x 4 — x 5 ) 

jT = E 

dx 5 (Xj - 2x 2 - 3x 3 + x 4 - x 5 y 


2 • 


2 • 


48. Usando a definigao, verificar que as fungoes dadas sao diferenciaveis em R 2 . 
a) f(x, y ) = 2x 2 - y 2 


A fungao dada possui derivadas parciais em todos os pontos (x 0 , y 0 ) e R 2 que sao dadas 
por 

df d f 

— (x 0 ,y 0 ) = 4 ^o e -^i^,y Q ) = -2y Q . 

ox ay 

Assim, para mostrarmos qu e/e diferenciavel em R 2 , resta verificar que para 
qualquer (x 0 , y 0 ) e R 2 , o limite 

fix, y)-[f (x 0 , y 0 ) + O (x 0 , y 0 )[x - x 0 ] + (x 0 , y 0 )[y - y 0 J] 

lim , — — e zero. Se chamamos 

x ~^ x o 

y->yo 

de L esse limite, temos: 


7(x-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 


L = 


2x -y ~[2x 0 -y 0 + 4x 0 [x-x 0 ]-2y 0 [y-y 0 ]] 
7(x-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 

^ 2x 2 - y 2 - 2x 0 2 + y 2 - 4x 0 x + 4x 0 2 + 2y 0 y - 2y 0 2 ] 


l im 

x-> x 0 

y^yo 


x^x 0 

y-*yo 


VU-x^'+Cy-y,,) 2 


lim 2(x-x 0 ) 2 -(y-y 0 ) 2 

y^Z V( x “ x o) 2 +(3 ; -3 ; o) 2 


lim 


2(x-x 0 y 


lim 


(J-Jo) 2 


— mu , mu « 

££ J(x-x 0 ) 2 Hy-y 0 ) 2 £? 0 V(*-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 

(usando a definigao de limites) 


= 0 


Logo,/e diferenciavel em R 2 . 


b) / (x, y) = 2xy 

A fungao dada possui derivadas parciais em todos os pontos (x 0 , y 0 ) e R 2 que sao dadas 
por 
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3 f ^ -F 

— Mxo,>’o) = 2>o e — Mx 0 ,y 0 ) = 2x 0 . 
ox ay 

Assim, para mostrarmos qu e/e diferenciavel em R 2 , resta verificar que para 
qualquer (x 0 ,y 0 )eR 2 , o limite 


rsr rsr 

fix, y)-[f(x 0 , y 0 ) + O (x 0 , j 0 )[^-^ 0 ] + ~i~ (*o> ^lA - Jo!] 

dy 


lim 

Vi 

de L esse limite, temos: 

L = 

lim - 


X — >Xq 

y->yo 

= 

lim - 


x^x 0 

— 

lim - 


X — >Xq 

y->yo 1 


7(x-x 0 ) 2 +(y-;y 0 ) 2 


e zero. Se chamamos 


7(x-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 


A /(x-x 0 ) 2 +(y -> ; ( ) ) 2 

2(x-x 0 )(y-y 0 ) 


= 0 (usando a definigao de limites) 

Logo ,/e diferenciavel em /? 2 . 


49. Verificar se as fungoes dadas sao diferenciaveis na origem. 


a) f(x,y) = ]/x 3 +y 3 

Vamos primeiro verificar se existem as derivadas parciais na origem. Se existir, 
temos que 

df , n m r f(x,0)-f(0,0) ,. sfx^ -0 r 1 

— (0,0) = lm r ^ = lim- = lim— T7- . 

dx x ~>° x - 0 x x ^°x 

Como este limite nao existe, segue que a fungao nao e diferenciavel na origem. 


b) f(x,y) = 


> (*,)0*(O,O) 

x + y 

0 , (x, y) = (0 , 0) 


^(0.0)=l. m /(0 + At - 0) - /<0 - 0> 
cbc Ax 


2(Ax) 5 


,. (Ax) 2 +0 2 

= lim — 


-0 


Ax->0 


Ax 


= lim 


2(Ax) 3 


Ax— >0 \x . Ax— >0 


= lim 2(Ax) 2 = 0 


A ( o,o) . lim _ lim o=o _o 

dy A\->o Ay Ay->o Ay 


148 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


Fazendo o limite L = lim 

x — >0 
y->0 

2x 5 

L = lim x . = = = lim 


£« V* 2 +/ £8 (* 2 + y 2 )J* 2 +y 


fix, y ) - [/( 0,0) + (0,0) [x -0j+f (0,0) [y - 0]] 

ox dy 

V( x_ 0) 2 +(y -0) 2 

= 0 (usando a definigao de limites) 


temos 


2x 5 


2 , ,.2 


df df 

Assim, existem as derivadas — (0,0) e — (0 , 0) e L=0. Portanto a fungao dada e 

dx dy 

diferenciavel em (0,0). 


c) /(x,y) = x + y 


£ = i 

dx 

df 


.*.f-(0,0) = l 

OX 


dy 


= 1 


. 

" dy 


( 0 , 0 ) = 1 


Como estamos diante de uma fungao do tipo polinomial, que possui derivadas 
parciais continuas em todo o piano, podemos afirmar que e diferenciavel em (0,0). 


d) f(x,y ) 


y 4 +3x 2 y 2 +2yx 3 
< (x 2 + y 2 ) 2 

0 


(x, y) * (0 , 0) 
(x, y) = (0 , 0) 


^(0,0) = ii m /(0+Ar - 0) - /(0 ’ 0) = lim (At), " 0 = 0 

dx ax^o Ax Ax 

(Ay) 4 

£ ( o,o) = um = lim 1M1 = M 

ay Ay->o Ay a>>->o Ay 

df 

Como — (0,0) nao existe, podemos afirmar que a fungao dada nao e diferenciavel 

dy 

na origem. 


e) f(x,y) = \ 


—y — — y 5 (X’ y) ^ (0 » 0) 
x +y 

0 , (x, y) = (0 , 0) 


1 


£(0.0)- lim /«>+Ai,0)-/(0,0) = lim (Ax) ! 


-0 


dx 


Ax-»0 


Ax 


a*-»o Ax 


= lim 


Ax— >0 


(Ax) 3 


= oo 


149 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


df 

Como — (0,0) nao existe, podemos afirmar que a fungao dada nao e diferencial na 

fix 

origem. 

50. Identifique a regiao onde as fungoes dadas sao diferenciaveis. 

a) /(x,y) = x 2 y + xy 2 

— = 2xy + y 2 e — = x 2 +2 xy 
fix fiy 

para qualquer (x, y) . Como as derivadas parciais sao contmuas, f(x, y) e 
diferenciavel ern R~ 


b) z = e 


xy 


dz 


-c" ■/ 


2xy 


fix fiy 

para quaisquer (x, y ) . Como as derivadas parciais sao contmuas, z = e xy 6 
diferenciavel em R 2 . 


fiz_ (x 2 + y 2 )y 2 -xy 2 - 2x _ x 2 y 2 + y 4 - 2x 2 / _ y 4 -x 2 y 2 
fix (x 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 ' 

dz _ (x 2 + y 2 )-2xy-xy 2 -2y _ 2x 3 y + 2xy 3 -2xy 3 _ 2x 3 y 

(x 2 + y 2 ) 2 = (x 2 + y 2 ) 2 = (x 2 + y 2 ) 2 ' 

As derivadas nao estao definidas em (0 , 0) => z = /(x, y) nao e diferenciavel em 
(0, 0). Como nos demais pontos as derivadas parciais sao contmuas, segue que a 
fungao da e diferenciavel em R~ - {(0 , 0)}. 


d) / (x, y) = ln(xy) 


$- = ^ = - 
fix xy x 


^L = — = - 

8y xy y 

As derivadas estao definidas e sao contmuas em todos os pontos do domrnio da 
fungao. Portanto, a fungao dada e diferenciavel nos pontos do 1° e 3° quadrantes, 
excluindo os eixos coordenados. 
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e) z = sen 


2xy 


dz 

dx 


= cos 


2xy 


x 2 +y 2 


1 


i 


^ y[x* + y 2 • 2y - 2 xy • 2- (x 2 + y 2 ) 2 ■ 2x 


V* 2 + y 2 


(x 2 +y 2 ) 


Analogamente encontra-se — . 

dy 

As derivadas estao definidas e sao contmuas em todos os pontos do dommio da 
fungao. Portanto, a fun£ao dada e diferenciavel em R 2 -{(0,0)}. 


f) f(x,y) = e x2 - y 2 


<$_ 

dx 


■ 2x 


dy 


2 2 

= ^- y • (— 2y) 

Assim, a fungao dada e diferenciavel em R 2 . 


g) f(x,y) = (x 2 + y 2 )sen(x 2 +y 2 ) 
df 

— = (x + y ) cos(x + y ) • 2jc + scfii^x + y )2x 
dx 

df 

— = (x 2 + y 2 )cos(x 2 +y 2 ).2y + sen(x 2 + y 2 )-2y 

dy 

Assim, a fun§ao dada e diferenciavel em R 2 . 


h) f (x,y) = arctg 2xy 
df = 2y e df = 2x 

dx 1 + 4 x 2 y 2 dy 1 + 4 x 2 y 2 

As derivadas parciais sao contmuas em todo R 2 . Assim, a fungao dada e 
diferenciavel em l? 2 . 


i) z = ^ 

x 

Temos |uma fun£ao racional que e diferenciavel em todos os pontos do seu 
dommio. Portanto, a fun?ao dada e diferenciavel em {(x, y) e R 2 x + ()}. 


j) z = - 


1 


(x-1) 2 +(y-l) 2 

Temos u|ma fungao racional que e diferenciavel em todos os pontos do seu 
dommio. Portanto, a fun§ao dada e diferenciavel emi? 2 - (1 , 1) . 
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k) /(x,y ) 


-Jx 2 + y 2 +1 

0 


se x 2 + y 2 < 1 
se x 1 + y 2 > 1 


Nos pontos da circunferencia x 2 + y 2 = 1 , a fungao nao e contmua, nao sendo 
diferenciavel. Nos demais pontos as derivadas parciais existem e sao contmuas. 
Assim, temos que alfungao dada e diferenciavel em R 2 - {(x, y) e R 2 1 x 2 + y 2 = l} 


1) f(x,y) 


x 3 y 


x 2 +y 2 


0 


, (x, >’) * (0 , 0) 
, (x, y) = (0 , 0) 


Em todos os pontos (x, y) * (0,0) as derivadas parciais de/existem e sao contmuas. 
Portanto, ft diferenciavel nestes pontos. Vejamos o que ocorre na origem. 

£\r 'v* 

Usando a definigao temos que — (0 , 0) = 0 e — (0 , 0) = 0 . 

8x dy 

Alem disso, 

/(x,y)-[/(0,0) + f^(0,0)[x-0] + ^(0,0)[y-0]] 

, i * ox dy n 

L = Inn . = 0 

V(x-0) 2 +(y-0) 2 

Portanto a fungao dada e diferenciavel em R~ . 


5 1 . Dada a fungao /(x, y) = 

a) Calcular —(1,1). 

dx 


f 2x + y - 3 , se x = 1 
i 3 , se x ^ 1 


ou y = 1 
e y*l 


b) Calcular —(1,1). 

dy 

c) ft diferenciavel em (1 , 1)7 
Usando a definigao, temos que: 

f(l,l) = 2e §-(1,1) = !. 

ox dy 

No entanto a fungao dada nao e contmua no ponto (l,l) . De fato, 


lim /(x, y) = lim (2x + 1 - 3) = 0 = /( 1, 1) 

x-Al x->1 V ' 

y = 1 y = 1 
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mas lim f(x, y ) = lim3 = 3 * /(1,1) 

x — >1 x — >1 

_y=x _y=x 

Portanto, a fungao nao e diferenciavel em (1,1). 

52. Determinar, se existir, o piano tangente ao grafico das fungoes dadas, nos pontos 
indicados. 


a) f(x, y ) = \Jl-x 2 - y 2 
Temos: 

~ = ~0-~ x 2 - y 2 ) 2 ■ ( _ 2x) 

ox 2 

8f -y 

dy ■ > ji-x 2 -y 2 


^(0,0,1) e 


P 2 


f 1 1 777 

2 ? _ ? _ 

2 2 

v z z ) 


* 



2 


f-(0,0) = 0 e f-(0,0) = 0 

oy oy 

Plano tangente no ponto ^(0,0,1) e dado por: 

df df 

h(x, y) = f(x 0 ,y 0 ) + — (x 0 ,y 0 )(x-x 0 ) + — (x 0 ,y 0 )(y-y 0) 
ox oy 

z-l = 0(jc-0) + 0(y-0) 
z-1 = 0 
z = 1 


Para o ponto 


P 2 


f 1_ 1 77 

v 2’2’ 2 


x 

. temos: 

) 


Off P 

8x v 2 2 j 

off 1 P 
ayU’p 



-77 

2 


Equagao do piano: 


1 

-77 

r p 

_77 

r o 

71“ 

2 

l 2 J 

2 

^ l ) 


77x + 77y + 2z — 277 


b) f(x,y) = xy ; P,(0,0,0) e /> (1,1,1) 
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Para o ponto ^(0,0,0) temos: 


d L 

dx 


= y 


ay 


= X 


f-(0,0) = 0 f-(0,0) = 0 

ox oy 

Equa?ao do piano: 
z — 0 = 0(x - 0) + 0(y - 0) 

z = 0 


Para o ponto P 2 (l , 1 , 1) temos: 

fd,i)=i |(i,d=i 

ox oy 

Equa§ao do Plano: 
z-l = (x-l) + (y-l) 
x+ y—z =1 


c) z = J(x-l) 2 +(y-l) 2 ; /{(l ,1,0) P 2 ( 1,2,1) 

Para o ponto P 2 ( 1,2,1) temos: 

^ = ^[(x-l) 2 +(y-l) 2 ^-2(x-l) 
ox 2 

dz y-1 

% V(zc-i) 2 +(^-i) 2 

f-C I,2) = 0 |-(1,2) = ^ = 1 

ox oy 1 

Equa?ao do piano no ponto P 2 { 1,2,1): 
z — l = 0(x — x 0 ) + l(y — y 0 ) 
z-l=y-2 
z = y - 1 
y-z = 1 

Nao existe piano tangente em i^(l , 1 , 0) , pois nao existem as derivadas 

dz , . i \ 

— em(l , 1). 

dy 


d) z = 2x 2 -3_y 2 ; ^(0,0,0) P 2 (l,l,-1) 

Para o ponto P x (0 , 0 , 0) temos: 


154 


co | co 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


dx 

^ = -6y 

dy 

^(0,0) = 0 
dx 

^(0,0) = 0 

dy 

Equa?ao do Plano: 



z-0 = 0(x-x 0 ) + 0(y-y 0 ) 
z = 0 


Para o ponto P 2 (1 , 1 , - 1) temos: 

f(M) = 4 = . 

ox dy 

Equa 5 ao do Plano: 
z + l = 4(x - 1) + (~6)(y - 1) 
z + l = 4x-4-6_y + 6 
z = 4x - 6y + 1 
Ax-6y-z = — 1 


e) z = 




i 


P,(.,r,jj)e 


Para o ponto P, (1 , 1 , —=) temos: 

V2 


& = :i (x2+ ^- Ix _j 

dx 


2 2 

x + y 


x 2 + y 2 


x 2 + y 1 (x 2 + y‘ 


dz 


■y 


dy (x 2 + y 2 )Jx 2 + y 2 


dx (Ul) 2V2 

Equa?ao do Plano: 

2 72 2sl2 ( } 272 

2\fl z + x + y = 4 


o a,1) 272 


O-l) 


Para o ponto P 2 ( 0,1,1) temos: 


f-(0,l) = 0 

OX 


f-(0,D = -l 

dy 


Equa?ao do Plano: 
z-l = 0(x — 0) — l(_y — 1) 

y + z = 2 


P 2 ( 0,1,1) 


)^|x ^ Vy 2 
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f) Z = ; p,(M, /(U)) 

Para o ponto P l (l , 1 , /(1 , 1)) temos: 

dz 
dx 
dz 
dy 


= x-e x+y ’ +e x+y 


= x-e 


x+y 


^-(l,l) = l-e 2 +e 2 = 2e 2 
dx 

$-(l,l) = be 2 =e 2 

dy 

Equa 5 ao do Plano: 

z-e 2 =2e 2 (x-l) + e 2 (y-l) 
2 e 2 x + e 2 y — z = 2e 2 


P 2 (l,0,/(1,0)) 


Para o ponto P 2 (l , 0 , /(1 , 0)) temos: 

^-(l,0) = e + e = 2e 
dx 

f-(l,0) = e 
dy 

Equa?ao do Plano: 
z-e = 2e(x-l) + (y-0) 

2ex + ey - z = e 


53. Determinar o vetor gradiente das fungoes dadas nos pontos indicados: 
a) z = XtJx 2 + y 2 , P( 1 , 1) 


Vz = 


~(x 2 + y 2 ) 2 -2x + ^/x 2 + / ,x-)-(x 2 + y 2 ) 2 -2 y 


x — 

2 


Vz(l,l) = 


3^2 sj2 


b) z = x 2 y + 3xy + y 2 , P( 0,3) 
Vz = (2 xy + 3y , x 2 + 3x + 2 y) 

Vz (0,3) = (9,6) 
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c) z = sen(3x + y) , 

Vz = (3cos(3x + v) , cos(3x + y)) 


°-f) 


Vz 




0 ,- 


l 2 J 

V 


it 

3 • cos — , cos — 

2 2 j 


= (0,0) 


d) z = V 4 -* 2 -y 

Vz = 

Vz(0,0) = (0,0) 


P (0 , 0) 

( I J 1 J ^ 

-(4-x 2 -/) 2 -(-2x),-(4-x 2 -/) 2 -(-2 y) 

V 2 2 J 


e) z = x 2 + y 2 -3 , P (0 , 0) 

Vz = (2x , 2y) 

Vz(0 , 0) = (0 , 0) . 


f) z = xy — sen(x + y) 

Vz = (y — cos(x + y) , x— cos(x + y)) 
Vz[ 


r 71 

u 


f-’°] 


(0,*) 


U J 


l 2 J 


\ 

0 

J 


g) fiu , v , w) = u 2 +v 2 — w 2 +uvw , P (0 , 1 , 0) 

V/ = (2 u + vw , 2v + uw , — 2 w + uv ) 

V/(0 , 1 , 0) = (0 , 2 , 0) . 


h) z = (x 2 +y 2 )sm(x 2 +y 2 ) , P (0 , 0) 

Vz = ((x 2 + y 2 ) • cos(x 2 + y 2 )- 2x + sen(x 2 + y 2 )- 2x , (x 2 + _y 2 ) • cos(x 2 + y 2 ) • 2y + sen(x 2 

VzO 0,0) = (0,0). 


i) f(x ,t) = (x + 2 1) , ln(x + 2 1) 

( 1 

V/ = (x + 2t ) 1 - ln(x + 2?) , (x + 2t ) • 

\ x + 2 1 

Vf(e ,!) = (! + ln(e + 2), 2 + 21n(e + 2)) . 


P (e , 1) 

2 

h ln(x + 2 f) • 2 

x + 2r 
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V/ = (x 2 -x 3 ,-x l ,1) 
V/( 2, 2, 1,3) = (1,2, -2,1) 


54. Determinar o vetor gradiente das seguintes fungoes: 


a) z = — 

y 


Vz = 


r 3x 2 

y 




y 2 j 


b) z = 2 y [x 2 +y 2 


Vz = 


2 -Ux 2 + y 2 )~~ 2 -2x,2-Ux 2 + y 2 )~~ 2 
V 2 2 

A 

2x 2 y 

y 


\ 

y 


c) w = 2x 2 j 5 z 

Vz = (4xy 5 z , 10 x 2 y 4 z , 2 x 2 y 5 ) 


d) z = cos(xy) + 4 

Vz = (- sen(xy) -y,~ sen(xy) • x) 

= (- y sen(xy) , - xsen(xy)) 

e) f(u,v,xv) = uvw+u 2 —v 2 —w 2 
Vf = (vw + 2u , uw—2v , uv — 2w ) 


f) f(x,y,z) = x 2 y 2 z 2 + sen* 

V/ = (2x^ 2 z 2 + cos x , 2 x 2 yz 2 , 2x 2 y 2 z) 


55. Encontrar a equagao da reta perpendicular a curva y = — , nos pontos P 0 (1 , 1) e 

x 


Pi 



\ 

J 


Temos: 


158 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007, p. 124 - 128. 


y-- = o 

f 1 

v/= —,i 

Vf ( 1 , 1 ) = ( 1 , 1 ) 

0 coeficiente angular e igual a 1 . 
y = 1- x + b 

1 = 11 + b :.b = 0 

Equagao da reta no ponto P 0 (1 , 1) : y = x . 


f 


Para P x 


f 


V/ 


2 

V '2y 


y 2 ’l 

n (i ' 


temos: 


v4’ ! y 


O coeficiente angular e igual a 4. 


f 


Equagao da reta no ponto P ] 
y = 4x + b 

- = 4-2 + b 
2 

- = 8 + b 
2 


1 


v 2 ’2 y 


. = 1-8 = ^ 
2 2 


-15 


„ 15 

y = 4x . 

2 


56. Determinar o piano que contem os pontos (1 ,1 , 0) 
tangente ao grafico de /(x, y) = x 2 + y 2 


Temos: 

df ^ df ^ 

— = 2x , — = 2y 
dx 6y 

z~x 0 2 -y 0 2 = 2x 0 (x - x 0 ) + 2y 0 (y - y 0) 


Jo -x 0 2 -y 0 2 = 2x 0 (1 — x 0 ) + 2y 0 (1 - y 0 ) 
|4-x 0 2 -y 0 2 = 2x 0 (2 - x 0 ) + 2y 0 (1 - y 0 ) 

J— x 0 — y 0 = 2x 0 -2x 0 +2y 0 — 2y 0 
^4 — x 0 — y 0 = 4x 0 - 2x 0 +2y 0 — 2y 0 


, (2 , 1 , 4) e que seja 
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j- V - y 0 2 - 2 x 0 + 2 x 0 2 - 2 y 0 + 2y 2 = 0 
I 4 - *o 2 - Jo 2 - 4 *o + 2x 0 2 - 2 y 0 + 2y 0 2 = 0 

\x 0 2 + y 0 2 -2x 0 -2y 0 =0 

W+^o 2 - 4 ^- 2 ^ =~ 4 

\x 0 2 +y 0 2 -2x 0 -2y 0 =0 

l-^o 2 - ^o 2 +4^0 + 2^0 = 4 


2*o 

= 4 



*0 

= 2 



2 

*0 

+ y 0 2 - 

Oy — 

2y 0 

4 + 

1 

<N 

O 

0 

(N 

1 

= 0 

2 

Jo 

II 

0 

(N 

1 

= 0 


<N 

1 

o 

o 

= 0 



y 0 

= 0 


y 0 - 

-2 = 0 




y o — 2 

Temos os pontos: 

(2,0) e (2, 2) 

Equagao dos pianos: 
z- 4 = 4(x-2) 

z — 4 = 4x-8 
z = 4x - 8 + 4 
z = 4x - 4 

z-8 = 4(x-2) + 4(y-2) 
z-8=4x-8+4y-8 
z — 8 = 4x + 4y — 16 
z = 4x + 4y-8 

57. Dada a fungao f(x,y) = x 2 + xy - y calcular 

a) elf 

b) A f 

Mostrar que A f =df + R(Ax, Ay) e que lim i?(Ax, Ay) = 0 . 

(Ax,Ay)->(0 , 0) 

f(x,y) = x 2 +xy - y 
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a) df = ( 2x + y)dx + (x — 1 )dy 

b) Af = f(x + Ax, y + Ay) - fix, y) 

= (x + Ax) 2 + (x + A x)iy + Ay) — (y + Ay) - x 2 —xy + y 
= (2x + y)Ax + (x — l)Ay + (Ax) 2 + AxAy 


Assim, A f =df + R(Ax, Ay) , sendo R( Ax, Ay) = (Ax) 2 + AxAy , com 
lim [(Ax) 2 + AxAyl = 0 . 

AmO Ay^0 L J 


58. Calcular df (1,1) e Af (1,1) da fungao f(x,y) = x+y-xy 2 considerando 
Ax = 0,01 , Ay = 1 . Comparar os resultados obtidos. 

Temos: 

df = (l- y 2 )Ax + (1 - 2xy)Ay . 

df( l,l) = 0 + (-l) 1 = -1. 

A/ = f(x + Ax, y + Ay)-/(x,y) 

= (x + Ax) + (y + Ay) - (x + Ax)(y + Ay) 2 - f(x, y) 

A/ (1 , 1) = (1 + 0, 0 1) + (1 + 1) - (1 + 0, 0 1)(1 + 1) 2 - (1 + 1 - 1) 

= 1,01 + 2-1,01-4-1 
= -2,03. 

A diferenga e relativamente grande porque Ay e grande. 


Nos exercicios de 59 a 62 calcular a diferencial das fungoes dadas nos pontos 
indicados. 


59. /(x, y) = e x cos y 


iA 


df =e x cos ydx + e x (-seny)dy 


df 


( 1 7T^ 


V 


>2 


= e dx + e\ 

2 


v 2 , 


dy 


dx dy. 


y 

J 


60. z = ln(x 2 + y 2 ) 
dz = 


2x , 2y 
dx + 


2 2 

x +y 


x 2 +y 2 


dz( 1,1) = ^dx + ^dy 


P(1,D 

dy 


= dx + dy 
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61. w = xe 2z +y ; P (1 , 2 , 0) 
dw = e 2z dx + dy + x-e 2z • 2 dz 
dw(l, 2, 0) = e°dx + dy + 2 dz =dx + dy + 2 dz 


62. w = V* 2 + /+z 2 ; P (2 , 1 , 2) 

1 4 i l i _l 

dw = — (x 2 + y 2 +z 2 ) 2 -2 xdx + — (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 -2ydy + — (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 -2 zdz 

2 12 
dw{2,\,2) = -dx + -dy = — 


Nos exercicios de 63 a 69 calcular a diferencial das fungoes dadas: 
63. z = sen 2 (x+ y) 

dz = 2 sen(x + y) • cos(x + y)dx + 2sen(x + y ) cos(x + y)dy 


64. z = xe x+y - y 

dz = (x-e x+y + e x + y )dx + (xe x + y -1 )dy 
e x+y (x + \)dx + (xe x+y -\)dy 

65. f(u,v,w ) = u 2 +ln v — w 2 

df = 2u du + — dv — 2 wdw 
v 


66. f(x,y,z) = e xyz -xy 

df = (e m • yz - y)dx + ( e ** • xz — x)dy + (e m ■ xy)dz 


2 , 2 , 2 

r, . *1 +* 2 + X 3 

67. f(x 1 ,x 2 ,x 3 ) = 

x l + x 2 + x 3 


df 


(Xj + x 2 + x 3 ) • 2xj — (Xj + x 2 + x 3 ) (Xj + x 2 + x 3 ) • 2x 2 — (Xj + x 2 + x 3 ) 


( ) 


dx j +- 


( ) 


-dXr, 


^ + X2 + ) • 2 x^ — + X2 + ^ 

\2 3 


( + X > + X^ ) 
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x \ ~ x i ~ x 3 + 2XjX 2 + 2XjX 3 d + x 2 2 - X 2 - x 2 + 2XjX 2 + 2x 2 x 3 




( ) 


( X^ + X2 + X^ ) 


dx 


+ 


x 2 - X 2 - x 2 + 2xjX 3 + 2x 2 x 3 
(Xj + x 2 + x 3 ) 


dx. 


68. f(x,y,z) = e x+y ~ z 
df = e x+y ~ z dx + e x+y ~ z dy — 2 z e x+y ~ z dz 


,,, y x 

69. z = arc tg arc tg — 

x y 


dz = 


f 

-y 

x 1 

y 

dx + 

f 

1 

X 

-x ^ 

y 2 

2 

2 

2 

2 


1 + ^ 


i+4 

1 + ^ 

V X 

y J 



>’ J 


dy 


-2 y 2x 

dx + — -dy . 


x 2 +y 2 


2 2 

x +y 


70. Determinar o erro decorrente de tomarmos a diferencial dz como uma 
aproximagao do acrescimo A z , para as seguintes situa?oes: 

a) z = x 2 + y 2 ; (x, y) passando de (1 , 2) para (1 , 01 ; 2 , 01). 

dz = 2 xdx + 2 ydy 

= 2 - 1 - 0, 01 + 2 - 2 - 0,01 
= 0,02 + 0,04 
= 0,06 

Az = / (1,01 ; 2,01) - /(1 , 2) 

= (l,01) 2 +(2,01) 2 -(l + 4) 

= 0,0602 

Erro: 0,0602 - 0,06 = 0,0002 = 2- 10" 4 . 


b )z = J. 


x +y 


dz = -^(x 2 + y 2 ) 2 


2 ; (x,y) passando de (1 , 2) para (1,01 ; 2,01). 

1 -i 

• 2xdx + — (x 2 + y 2 ) 2 -2ydy 


4= -o,oi +4^ -o,oi 

v5 V5 
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= 0,013416407865 

Az = V(L01) 2 +(2,01) 2 -S 
= 0,0134209 
Erro: 5xl0" 6 . 

c) z = x 2 y ; (x, y) passando de (2 , 4) para (2,1 ; 4,2). 
dz = 2 xydx + x 2 dy 
dz = 2-2-4-0,l + 4-0,2 
= 16-0,1 + 0,8 
= 1,6 + 0,8 = 2,4 


Az = (2,1) 2 • (4,2) -4-4 
= 4,41-4,2-16 
= 18,522-16 = 2,522 
Erro =2,522-2,4 = 0,122 


V 

71. A energia consumida em um resistor eletrico e dada por P = — watts. Se 

V = 120volts e R = 12 ohms, calcular um valor aproximado para a varia?ao de 
energia quando V decresce de 0,001 volt e R aumenta de 0,02 ohm. 

R 

2V -V 2 

dP = — dV + — —dR 
R R 2 

2-120 ( 120) 2 

= • (- 0 , 001 ) - ^-- -f- • ( 0 , 02 ) 

12 12 2 


= - 2,002 


72. Um terreno tern a forma retangular. Estima-se que seus lados medem 1200 m e 
1800m, com erro maximo de 10 metros e 15 cm respectivamente. Determinar o 
possfvel erro no calculo da area do terreno. 

Temos que a area e dada por A = xy , considerando-se x e y as dimensoes da 
forma retangular. 

A = xy 

dA = ydx + xdy 

dA = 1800-10 + 1200-15 
= 18000 + 1 8000 = 36000 m 2 

Observa-se que o erro maximo ocorre quando Ax e Ay tern o mesmo sinal. 
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73. Usando diferencial, obter o aumento aproximado do volume de um cilindro 
circular reto, quando o raio da base varia de 3 cm para 3,1cm e a altura varia de 
21cm ate 21,5cm. 

O volume e dado por V = 7rr 2 h . 

A diferencial fica: 
dV = 2 7rrhdr + 7rr 2 dh 

= 2;r • 3 • 21 • 0,1 + • 9 • 0,5 
= 12,6;r + 4,5;r 
= 17, br cm 3 . 


74. Um material esta sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha conica. 
Num dado instante o raio da base e de 12 cm e a altura e 8 cm. Usando 
diferencial, obter uma aproximagao da variagao do volume, se o raio da base 
varia para 12,5cm e a altura para 7,8cm. Comparar o resultado obtido com a 
variagao exata do volume. 


7T V h 

O volume e dado por V = — - — . 

A diferencial fica: 

dV = —dr + — dh 
3 3 

nr 2n -12 -8 ;r-144 ^ 

dV = 0,5 + (-0,2) 

3 3 

dV = 22,4^ . 

n 144.8 

A variagao exata e dada por AV =V 2 - V, , sendo que V, = — - — e 

T , n (12,5) 2 .7,8 a . 4Tr 

V 2 = . Assim, AV = 22,25/r . 


Para comparar, temos a diferenga entre os resultados A V -dV = -0,15 n . 


75. Considerar o retangulo com lados a = 5 cm q b = 2 cm. Como vai variar, 
aproximadamente, a diagonal desse retangulo se o lado a aumentar 0,002cm e o lado b 
diminuir 0,1cm. 


A diagonal e dada por: 
d 2 =a 2 +b 2 

d = yfa + ~b 
Assim, 


1 _i i _i 

dd = — (a 2 +b 2 ) 2 -2 ada + -(a 2 +b 2 ) 2 -2 bdb 

2 2 


5 • 0,002 + -^= ■ (-0,1) = -3,5281 1 • 10" 2 

V25 + 4 V29 
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76. Encontrar um valor aproximado para as seguintes expressoes: 

a) (1,01 -e 0 ’ 015 ) 7 
f(x,y) = (x-e y ) 7 = x 7 • e ly 
/(x + Ay , y + Ay) = (x + Ax • e y+Ay ) 7 
Fazendo: 
x = 1 

Ax = 0,01 
y = 0 

Ay = 0,015 
temos: 
df = Af 

Af = f (x + Ax , y + Ay) - f (x,y) = df 
f(x + Ax,y + Ay) = f(x,y) + df 

= (1 • e° ) 7 + 7x 6 • e 7y dx + x 7 ■ e 7y • Idy 

= 1 + 7-11- 0,01 + 1 • 1 • 7 • 0,015 
= 1,175 . 


b) (0,995) 4 + (2,001) 3 
Temos: 

/ (x, y) = x 4 + y 3 . 

Fazendo 
x = 1 

Ax = -0,005 

y = 2 

Ay = 0,001 
temos: 

(0,995) 4 + (2,001) 3 = f (x, y) + df 
= 1 4 +2 3 +4x 3 dx + 3y 2 dy 
= l + 8-4-l-0, 005 + 3-4-0, 001 
= 8,992. 


c) -J(3,99) 2 +(4,01) 2 

Temos /(x, y) = yfx^y 2 . 
Fazendo 
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x = 4 

K y = 4 
Ax = -0,01 
Ay = 0,01 
temos: 


3,99) 2 +(4,01) 2 = 7l6 + 16 + 


1 

732 


[4.(-0,0l)+4.0,0l] 


= 5,6568 

d) V (3,99) 2 +(4,01) 2 +(1,99) 2 

Temos /(x, y, z.) = 7* 2 + y 2 + z 2 


Fazendo 


x = 4 e Ax = -0,01 
< y = 4 e Ay = 0,01 
z = 2 e Az = -0,01 


temos: 





i _1 i _1 

+ — (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 -2ydy + — (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 -2zdz 

736 + -}= [4.(-0, 01) + 4.(0, 01) + 2.(-0, 01)] 

736 

=5,9966. 


e) 1,02 

Temos /(x, y) = x y . Fazendo, 
x = 1 

< y = 3 

Ax = 0,02 
Ay = 0,001 
obtemos: 

1, 02 3 ’ 001 = l 3 + y • x-^tix + x y In x • dy 

= 1 + 31-0, 02 + 1. lnl.0, 001 
= 1 + 0,06 
= 1,06 

f) 7(4,03) 2 +(2,9) 2 

Temos que /(x, y) = Jx 2 + y 2 . Fazendo 


■2xdx 
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A)' = (-0,1) 

A* = 0,03 
' x = 4 

y = 3 

obtemos: 

J(4,03) 2 + (2,9) 2 =5 + — p = dx+ , y dy 

7777 7777 

= 5 + |-0,03 + |-(-0,l) 

= 4,964. 
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CAPI TULO 4 
4.10 - EXERCfCIOS 
pag. 156 - 159 

1 ,, , dh df dx df dy 

1 . Venficar a regra da cadeia: — = — h — para as fungoes: 

dt dx dt dry dt 

a) f(x,y) = ]n(x 2 +y 2 ) 
x — 2t + 1 

y = 4t 2 -5 

h (t) = In |(2f + 1) 2 + (4 1 2 - 5) 2 J = In (At 2 + At + 1 + 16r 4 - 40r 2 + 25) = In (l 6 1 4 - 36 1 2 +4 1 + 26) 

dh_ 64f -72? + 4 _ 32r 3 -36r + 2 

dt ~ I6t 4 -36r 2 +4r + 26 ~~ St 4 -18r 2 + 2r + 13 
df _ 2x dx _ ^ 

dx x 2 + y 2 dt 

dy x +y dt 

dh _ 2x | 2 y _ 4x + 16yt _ 4(2? + !) + 16(4^ 2 -5)? _ 8? + 4 + 64r 3 - 80r 

dt x 2 + y 2 x 2 + y 2 x 2 + y 2 16r 4 -36t 2 +4t + 26 16r 4 -36t 2 +4t + 26 

64r 3 - 72r + 4 _ 32f-36t + 2 

~ I6t 4 - 36 1 2 + 4r + 26 _ 8r 4 - 18r 2 + 2r + 13 ' 


b) f(x,y) = sen {2x + 5 y) 
x = cos t 

y = sen t 


hit ) = sen [ 2 cos t + 5 sen t\ 

^ = cos(2cos t + 5sen t)-\l(- sen r)+5cos t\ = -2sen r[cos(2cos t + 5sen r)] 
+ 5 cos r cos [2 cos t + 5^en?] = cos(2cos t + 5sen r)[5 cos t-2sent\ 
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St = 2cos( 

2x + 5y) 

dx 

— = -sen t 

dx 

dt 

df * ( 

— - 5cos( 

2x + 5y) 

dy 

— = cos t 

dy 

dt 

dh . r 

— = 2 cos 

2 cos t + 5sen t\(- 

-sent) + 5 cos[2cos t + 5sen t]cos t 

dt 



= cos (2 cos 

t + 5sen ^[5 cos t 

- 2 sen t] 


C) f{x,y) = xe 2xyl 

x = 2t 

y = 3t - 1 

h(t) = 2te 2 ^ 1 =2t-e^ 

^ = 2t ■ e 4,{i, ~ 1)2 ■ ^At ■ 2(3t - 1) • 3 + (3? - 1) 2 • 4 + e t(?t ' x)1 ■ 2 
= e 36 * 3 - 24 ' +4 ‘ (216 1 3 - 96 t 2 +8t + 2). 



d) f{x,y) = 5xy + x 2 -y 2 
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x = t 2 - 1 
y = t + 2 


h(t) = 5(t 2 -l\t + 2)+(r -lj ~(t + 2f =5(t 3 +2r -t-2)+t 4 -2r +l-t 2 -4t-4 = 
= 5t 3 +10t 2 -5t-l0 + t 4 -2t 2 +\-t 2 -4t-4 = t 4 +5t 3 +7t 2 -9t-13. 

^ = 4r 3 +15r 2 +14r-9. 
dt 


— =5y + 2x 
dx 



df_ 

dy 


= 5x-2y 


dy_ = i 

dt 


^ = [5(f + 2)+ 2 (t 2 - 1)]- 2 1 + [5(? 2 -l)- 2 (t + 2)]- 1 = (5 1 + 10 + 2 1 2 - 2)- 2 1 + ( 5 1 2 -5-2t-4)= 
= \0t 2 +20t + 4t 3 -4t + 5t 2 -2t-9 = 4t 3 +I5t 2 +\4t-9. 


e) f(x, y) = In xy 
x = 2r 
y = t 2 + 2 


h{t) = \n\2t 2 [t 2 +2) 


dh 

dt 


8 1 3 + 8 1 
2r 4 +4 ? 


,t ^ 0 


In (2t 4 +4? 2 ) 


cf 1 dx . 

dx x dt 

£ = I —~2t 

dy y dt 

dh 1 . 1 . 4t 2 1 4t(t 2 +l)+2t -It 2 4t 3 +8t + 4t 3 

— = -.4 t + -.2t = — + — = — i -2 — = — 

dt x y 2 1 2 t 2 + 2 2t + 4t 2t 4 +4t 2 


8 1 3 + 8 1 _4t 2 + 4 
2r 4 + ~4t 2 ~l r T2t 


Nos exercicios 2 a 7, determinar — usando a regra da cadeia. 

dt 


2 ,z = tg{x 2 +y\ x = 2 1, y = t 2 . 
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= sec 2 (x 2 + j)* 2x- 2 + sec 2 (x 2 + yj- 2 7 

= {Ax+ 2?)sec 2 (x 2 + y) 

= (4 • 2 1 + 2 1) sec 2 (4 1 2 + ? 2 ) 

= 10? sec 2 (5? 2 ) 

3 . z = x cos y, x = sen t, y = t . 

— = cos y • cos t + x(— sen y)- 1 
dt v ’ 

= cos t ■ cos t + sen t ■ (- sen t) 

= cos 1 1 - sen 1 1 


4. z = arc tg xy, x = 2 1, y = 3t. 

2h 3 

dt 1 + x 2 y 2 l + x 2 y 2 

2 • 37 + 3 • 27 

~ 1 + 47 2 -9t 2 

127 

”l + 367 4 


5. z = £ x (cos x + cos j), x = 7 3 , y = t 2 . 


dz 

dt 


= \e x (— sen x)+(cos x + cos ;y)-£ x ]-37 2 -\-[e x (-sen y)+(cos x + cos 

= \-e t sent 3 +e f cos t 3 +e f cos 7 2 ]-37 2 +e f [-sen 7 2 )- 27 
= e T [- sen t 3 + cos 7 3 + cos 7 2 ]• 37 2 + e^ • 27 • (- sen 7 2 ) 

= e t [- sen t 3 + cos 7 3 + cos 7 2 ]• 37 2 - e^ • 27 • sen t 1 
- te t (-37 sen t 3 +37 cos t 3 +37 cos 7 2 -2 sen 7 2 ) 


y)-0].2t = 



y 


x-e 


y - In 7. 
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dz 

dt 



e ‘ ' ( - 1) 



1 

t 


In t (in tft 
7. z = xy, x = 2 1 2 +1, 


y = sen t. 


dz . 

— = y • 4 t + x - cos t 
dt 


dz 

dt 


= sen t ■ 4 1 + (it 2 + 1) cos t = 4t sen t + {lt 2 + 1) cos t 


8. Dada a fun§ao f(x,y) = — + e xy , com x(t) = - e y(t ) = 4t , encontrar — 

y t dt 

onde h(t) = f(x(t),y(t)). 

dh _df dx + df dy 

dt dx dt dy dt 


- 

V? 

r 


- + e xy -y 


- + 


ir 

2 


-W ,/2 ^ ~ x 

4t 


7' + 


-1 Jt e‘ 
— — + 


r 1/2 A 


1 ,-1/2 

-t 

2 


-1 

,5/2 


-e' .r J '^--r 5/2 + -e‘ r J ^--e‘ •/ -/ 


1 „r y \- 3/2 1 „r 1/2 


■3/2 


,-5/2 


£ f 


2t 2 4t 2 1 2 


9-Seja h(t)= f{e 2t , cos t ), onde / : R 2 — » R e uma fun 5 ao diferenciavel. 

a) Detenninar h'{t) em fungao das derivadas parciais de / . 

b) Sabendo que — [e 2n , — 1)= — ^ , determinar h'iyt). 

dx e 

Para o item a) temos: 

dx dt dy dt 
Considerando que: 

/ = f(x, y); x = e 2t ; y = cost 
temos: 
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Kit)=^--2e 2 ' +^-(- S ent) 
dx dy 

h'(t) = — (e 2t , cos A 2e 2t — — (e 2> , cost)- sent 

w 5x v ’ dy K ’ 

Para o item b) temos: 

h'{jt:) = ^-(e 2x , -\]-2e l7C + — (e 27C , -l)-0 = 2e 2n = 2 

V ’ Sx { ’ dy X ’ e lK 


10. Sejam z = f{x, y) , x = x(t) , 
fungao composta h(t) = f(x(t ) , 


y = v(t). Obter a derivada 

M- 


d 2 h 

~df 


, sendo h a 


dh _8f dx + df dy 
dt dx dt dy dt 


d 2 h 
~dt 2 


df d 2 x dx 

— Y + — 

dx dt dt 


dxdx dt dydx dt I dy dt dt 


d 2 f dx d 2 f dy 
dxdy dt dy 2 dt 


d 2 h 

dt 2 

d 2 h 

df 


df d 2 x d 2 f 
dx dt 2 dx 2 

df d 2 x d 2 f 
dx dt 2 dx 2 


' dx 
v dt 


J 

2 dxf 
K dt j 


d 2 f dx dy df d 2 y+d 2 f dx dy + d 2 f(dy^ 2 
dydx dt dt dy dt 2 dxdy dt dt dy 2 


| 2 a 2 / dx dy | df <Py_ | 
dxdy dt dt dy dt 2 dy 1 


dxdy dt 
d 2 f f dy 


( 

\dtj 


\ dt j 


11. Verificar a regra da cadeia para as fungoes: 
a ) z = u 2 —v 2 , u = x + 1 , v = xy 


dz _dz du dz dv 
dx du dx dv dx 

= 2u -1 + (-2v)- y 

= 2 u — 2vy 
= 2(x + l)-2xy 2 
= 2 + 2x-2xy 2 . 
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dz _ dz du dz dv 
dy du dy dv dy 

= 2 u - 0 + (-2v)-x 
= -2vx 
= -2x 2 y 


Para verificar os resultados obtidos temos: 

z = (x + l) 2 -x 2 y 2 

.2 


j 2 = 2(x + l)-2xy 2 

OX 

dz 


dy 


= -2 x 2 y 


b) z = f(e x ,~y 2 ) , f{u,v)=2u + v 2 


dz _df du df dv 
dx du dx dv dx 


= 2-e x + 2v-0 


= 2e x 


dz _ df du df dv 
dy du dy dv dy 

= 2-0 + 2v(-2_y) 

= -4vv 

= -*(-r)y 

= 4/ 


Para verificar os resultados obtidos temos: 
z = fiu , v) = 2 u + v 2 = 2e x + (- y 2 ) 2 = 2e x + 


dx 


— = 4y 3 


c) z = 4u 


2 + v 2 +5 


u = cos x , v = sen y 
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dz _ dz du dz dv 
dx du dx dv dx 

= ^-(m 2 +v 2 +5) 1/2 • 2u • (- sen x)+ -^{u 2 +v 2 + 5 ) 1/2 -2v-0 

_ - sen x • cos x 

^Jcos 2 ^c + ~sen 2 y+5 


dz _ dz du dz dv 
dy du dy dv dy 


sfu 2 + V 2 +5 yfu 2 + V 2 +5 
cos y • sen y 
yfcos 2 x + "sen^y + 5 


•cos y 


Para verificar os resultados obtidos temos: 
z = ylcos^x^sen^+S 

dz 1 / 2 2 cV 1 / 2 - / 

— = — Icos x + sen y + 51 -2cosx-l - sen x 

dx 2 V ’ V 

dz 1 / 2 2 rV 1 / 2 

— = — Icos x + sen y + 51 • 2 sen y • cos y = 

ay 2 V ’ 


^ _ - cos x • sen x 

*Jcos 2 x + sen 2 y + 5 
sen y • cos y 
•Jo os 2 x + sen 2 y + 5 


d) /(u , v) = uv — v 2 +2 , u = x 2 + y 2 , v = x — y + xy 

8f _8f du df dv 
dx du dx dv dx 

= v • 2 x+(u — 2v)- (l + y) 

-2 x(x-y + xy)+(x 2 +y 2 -2(x- y + xy))(l + y) 

= 2x 2 -2xy + 2x 2 y + (x 2 +y 2 -2x + 2y-2xy)-(l + y) 

= 2x 2 -2xy + 2x 2 y + x 2 +y 2 -2x + 2y-2xy + x 2 y + y 3 -2xy + 2y 2 -2 xy 2 
= y 3 +3y 2 +3x 2 +3x 2 y-2xy 2 -6xy-2x + 2y. 
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df _ df du df dv 
dy du dy dv dy 

= v-2y + (w-2v)*(-l + jc) 

= (x-y + xy)-2y + (x 2 + y 2 -2jc + 2;y-2xy)-(-l + jc) 

= x 3 -3x 2 -3y 2 +3xy 2 -2x 2 y + 6xy + 2x-2y. 

Para verificar os resultados obtidos temos: 

f{u , v) = uv — v 2 +2 

= (x 2 + y 2 )-(x- y + xy)-(x- y + xy) 2 +2 

= x — 2x y -\- x y-\-3y x — y +xy -\-2 — x -\-2xy — y —x y — x y 

— = 3x 2 - 4 xy + 3x 2 y + 3 y 2 + y 3 - 2x + 2y - 2 xy - 2 xy 2 
dx 

= 3x 2 - 6 xy + 3 x 2 y + 3 y 2 -2x + 2y + y 3 - 2 xy 2 

df 

— = -2x 2 + x 3 + 6 yx - 3 y 2 + 3 xy 2 + 2x-2y- x 2 - 2x 2 y. 
dy 


e) f(x, y) = ln xy , x = 2 u 2 +v 4 , y = 3u 2 + v 2 . 

df _df dx df dy 
du dx du dy du 

= — ■ 4u + — ■ 6u 

xy xy 

4 u 6u 

2 u 2 +v 4 3 u 2 +v 2 

df _ df dx df dy 

dv dx dv dy dv 

1. 3 1 „ 

= — • 4v + — • 2v 
x y 

4v 3 2v 

2 u 2 +v 4 3 u 2 +v 2 ‘ 

Para verificar os resultados obtidos temos: 
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f(x,y) = In xy 
= \n(2u 2 +v 4 \3u 2 +v 2 ) 

= ln(6u 4 + 2 u 2 v 2 +3 u 2 v 4 +v 6 ) 
df _ 24 w 3 + 4 uv 2 + 6uv 4 

du 6u 4 +2u 2 v 2 + 3u 2 v 4 +v 6 
4 u 6 u 

2 u 2 +v 4 3 u 2 +v 2 ' 

df _ 4« 2 v + 12w 2 v 3 +6v 5 

dv 6u 4 + 2u 2 v 2 +3u 2 v 4 + v 6 
4v 3 2v 

2 u 2 +v 4 3 u 2 +v 2 ' 


Nos exercicios 12 a 16, determinar as derivadas parciais: 


dz 

du 


cadeia. 


dz 

e — 

dv 


12. z = yfx 2 + y 3 , X = u 2 + 1 , y = yfv 2 

dz _ dz dx + dz dy 
du dx du dy du 

= -^(x 2 + y 3 ) 1 -2x-2 w + -^-(x 2 + y 3 ) ^ -3y 2 -0 


2 ux 


M 

lx 2 + / 

^u[u + 1^ 

M 

_ 

!u 4 + v 2 + 2m 2 +1 

* .n , V 

av ^ 


V+/ ' 2^+y 

yV ,! 

V 

x 2 + / 

(v 2,j l -V- 1 ' 3 


m 4 +v 2 + 2w 2 +1 

V 


m 4 +v 2 + 2w 2 +1 


, usando a regra da 
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13. z = ln(x 2 + y 2 ) , x = cosw-cosv , y = senu- cos v 

z = ln(x 2 + y 2 ) 

= ln(cos 2 u ■ cos 2 v + sen 2 u ■ cos 2 v) 

= In (cos 2 v) 

® =o. 

du 

dz 2 cos v(- sen v) - 2 sen v 

— = H Z = = -2 tg V. 

OV COS V COS V 

14. z = xe y , x = uv , y = u-v 

dz _dz dx dz dy 

du dx du dy du 
= e y ■ v + xe y • 1 
= ve y + xe y 
= e y (v + x) 

= e u - v (v + uv ) 

= ve u - v (l + u). 

— = e y • u + xe y -(-l) 

dv y ’ 

= e y (u-x) 

= e u ~ v (m -mv) 

= ue u ~ v (1-v). 

15. z = x 2 —y 2 , x = u — 3v , y = u + 2v. 
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dz _dz dx dz dy 

du dx du dy du 

= 2x-l + (-2y)-l 
= 2x-2y 
= 2(x-y) 

= -lOv, 

^ = 2*-(-3)+(-2y)-2 
dv 

= -6x - 4 y 

= -6 (u - 3v) - 4 (u + 2v ) 

= -10m + 10v, 

16. z = e xly , x = u cos v , y = usenv 

dz _dz dx dz dy 
du dx du dy du 

= e x/y • — • cos v + e x/y • • sen v 

y y 

_ e x/y • cos v x sen ve xly 

y y 2 

_ e xly • y • cos v — x sen ve xly 

y 2 

e xly (j cos v-x sen v) 

/ 

e 11 cos v / u sen v se n v • cos v - u cos v- sen v) 

— 2 2 

u sen v 

= 0 . 

— = e x/y • — • u(- sen v)+e xly — ^ • u • cos v 
dv y y 1 

_ e xly (- y • u • sen v - xu cos v) 

/ 

_ e cotg v (- u sen v • u • sen v - u cos v • u • cos v) 
u 2 sen 2 v 



u 2 sen 2 v 


e cotgv 
sen 2 v 

17. Dada a fungao f(x , y) = — + x 2 + y 2 com x — r cos 9 , y = r sen 0 , encontrar 

y 

e 

dr de * 
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Z = 


r cos 6 2 

-hr 

r send 



— = - cos sec 2 6. 
d6 


Nos exercicios 18 a 22 determinar as derivadas parciais — e — . 

dx 8y 


1G r + s i 

18. z = , r — l + x , s = x + y 

s 


dz 2 r s-(r + s) 
= — 1+ M 

dx s s 

2 r — r 2 2 rs — r 2 

= — + = 2 — 

s s s 

2^1 + x )(x + y ) — (l + x) 

= yf ” 

_ x 2 +2xy + 2y-l 

(x+yf ■ 


& = 2r -r 2 -r 2 _ -(l + xf 

dy s s 2 s 2 ( x + y ) 2 ' 


19. z = uv 2 +v\nu , u = 2x — y , v = 2x + y 

z = (2x-y)(2x+ y) 2 +(2x + y)ln(2x-y) 

= (2x- ,y)(2x+ _y)(2x+ _y) + (2x+ _y)ln(2x- - y) 

- (4x 2 - _y 2 )(2x + _y) + (2x + _y)ln(2x- y) = 

= 8x 3 + 4x 2 _y-2x_y 2 - y 3 +2x \n(2x-y) + y ln(2x- y). 

— = 24x 2 +8xy-2_y 2 + 2x h21n(2x- _y)+ _y — 

dx 2 x-y 2 x-y 

= 2(2x+ _y) 2 +2 - + — + 4(4x 2 - _y 2 ) + 21n(2x- y) 

— = 4x 2 - 4xy - 3y 2 + 2x — h y — h In (2x - y ) 

dy 2x-y 2x-y 

= -(2x- y) 2 - + — + 2^4x 2 - y 2 ) + ln(2x- y). 
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20. z = l 2 + m 2 , l = cos xy , m = sen xy 

— = 2/ • (-sen xy ) • y + 2m • cos xy • y 
8x 

= -21 y sen xy + 2m y cos xy 
= -2 y cos xy sen xy + 2y senxy cos xy = 0. 

— = 2/ • {-sen xy) • x + 2 m cos xy ■ x 

= -21 x sen xy + 2m x cos xy 
= — 2x cos xy sen xy + 2x sen xy cos xy 
= 0 . 

21 . z = u 2 +v 2 , u = x 2 — y 2 ,v = e 2xy 

z = u 2 +v 2 

= (x- -yj+e^ 

— = 2(a ; - y 2 )■ 2a + f 4 " .4 v = 4a(a 2 - y 2 )+ 4 vt’ ll " 
dx 

= 2(x 2 - y 2 )(-2y)+ e 4xy -4x = -4y(x 2 - y 2 ')+4xe 4xy . 


22. z = uv + u 2 , u = xy , v = x 2 +y 2 +lnxy 


z = uv + u 2 , u = xy , v = x 2 + y 2 +lnxy 


dz 3 0 2 

— — x + 3xy + x 


y + lnxy 

V xy 


+ 2 x 2 y 


= x 3 +3xy 2 +x + xln xy + 2x 2 y. 


dz_ 

dx 


= (x 2 + y 2 + In xy + 2xy) y + xy 


( 


2x + — 
xy 


= y 3 + x 2 y + 2xy 2 + y In xy + 2x 2 y + y 
= y 3 +3x 2 y + y In xy + y + 2xy 2 . 
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23. Seja z = f(x, = rcosO, y = rsenO , mostrar que 


r dz' 

2 


2 

fdz^i 

2 1 

(dz} 

UxJ 

+ 



[dr) 

+ 7 



ck = cl_ 
dx dx 

dy dy 

dz df dx df dy df df 

— = — cos 9 +— sen 9. 


dr dx dr dy dr dx 




dz df , x df 

— = — ,r[-senO)-\ .rcosd 

dO dx v ’ dy 


ou 


2 f df V 

+ — 




dx 


dx 


dy 


dj_ 

\dyj 


sen 6 


df_ 

\dyj 


.r 2 .cos 2 9 — 2.— r 2 sen9.— cosG + 


dx 


dy 


'2T,w* 

dx 


f ( df^ 2 f Af\ 


d L 

\dxj 


+ 


\dyj 


d l 

\8xj 


cos 2 d + 2 — — send cos 9 + 


dx dy 


V 2 

\dyj 


sen 2 9 + 


\dyj 


cos 2 9 


- 2 vv sen()ms0+ 

dx dy 


df_ 

ydXj 


send . 


24. Seja / : 93 2 —>93 uma fungao diferenciavel. Mostrar que z = f(x -y,y — x) 

satisfaz a equa^ao — + — = 0 . 

dx dy 

d^ = <^ du + c^ dv = fy_ l + d^( x \ 

dx du dx dv dx du dv 

dy du dy dv dy du dv 

dz 

dx dy du dv du dv 

= 0 . 
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/ \ C)Z &Z, 

25. Dada z = f\x 2 + y 2 ), f diferenciavel, mostrar que y x — = 0. 

V ’ dx dy 

Temos que z = fiu), u = x 2 + y 2 . 

dz _8f du 

dx du dx 

dz _df du 

dy du dy 

df . df 
y — 2x-x — .2y = 0 
du du 


26. Supondo que z = z(x, y) e definida implicitamente por / 


i-A 

U’ z) 


= 0 , mostrar que 


dz dz 

x h y — = z • 

dx dy 


_A 

& = dx 
dx dFf 

dz 

dz _ dy 
dy df_ 


dz 


1 

du z 

A zZ+A zZ 

du z 2 dv z 2 
r df du df dv ^ 
y du dy dv dy y 
df du df dv 
du dz dv dz 


Z#.o+&f 

<r ‘n dv z. 

A zZ+A zZ 

du z 2 dv z 2 
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_£l _£l 

r du_z | dv z 

QLzi+QLii y QLzf+§tii 

du z 2 dv z 2 du z 2 dv z 2 

df 1 df 1 

_ du z. dv_z 

du z 2 dv z 2 


l 

z 


df df 

■x— -y — 
du dv 


r df, \ df ' 


du 


dv 


= z 




df_ 

dv 

df_ 

dv 


= z 


27. Determinar as derivadas parciais 


dw dw 
— e — . 
du dv 


a) w = x 2 +2y 2 — z 2 ,x = 2uv ,y = u + v,z = u -v 

dw _ dw dx dw dy dw dz 
du dx du dy du dz du 

= 2x2v + 4y.l + (- 2z).l 
= 4xv + 4y-2z 

= 4.2uvv+ 4(u + v)-2 (u - v) = 8 uv 2 +2u + 6v 

— = 2x2 u + 4 y. 1 + (- 2 z)(- 1) 

dv 

= 4 xu +4y + 2z 
= 4.2 uvu + 4 (u + v) + 2 (u - v) 

= 8 u 2 v + 4u + 4v + 2u-2v = Su 2 v + 6u + 2v 


b) w = xy + xz + > , z,x = M 2 —v 2 ,y = uv,z = (u — v) 2 
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dw 

du 


(y + z).lu + (x + z).v + (x+ y).l(u -v) 


= 2 uy + 2 uz + xv + zv + lux + luy - 2vx - Ivy 
= Auy + luz - xv + zv + lux - Ivy 


— — = 2v 3 + 4u 3 - 4uv 2 
du 


dw 

dv 


dw 

dv 


= (y + z).(-lv) + (x + z).u + (x+y).l(u-v)(-l) 

= -lyv- Izv + xu + zu- lux - luy + Ivx + Ivy 
= -ux - Izv + zu- luy + Ivx 

= -4v 3 -Au 2 v + 6uv 2 


28. Se z = f(x,y), x = rcosO, y = rsenO , onde/e uma fun 5 ao diferenciavel, 

expressar — e — como fui^oes de r e 6 . 

dx dy 

Temos que: 

dz _df dx df dy 
dr dx dr dy dr 

dz n dz a 

= — .cos 0 H .send 

dx dy 


dz _ df dx df dy 
dO dx dO dry dO 


dz 

dx 


,r{- send) 


+ 


—.rcosd 

dy 


dz_ 

dx 

dz 

dy 


cos# 


dz_ 

dr 


— send 

dy ) 


l 


rcos# 


d dz dz n 

1 rsend 


dd dx 


\ 

J 


Assim temos: 
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dz_ 

dx 


dz 

dx 

dz 

dx 


1 


cos# 

1 


dz 


1 


dr r cos 9 dO 


dz Q l dz 

send 

cos 9 dx 


cos 0 


dz 1 n dz sen 9 dz 

tgO 

dr r dO cos 9 dx 


.2~dz 


+ t 8 &ZT = 


1 


dx cos 9 

1 


r dz 1 Q dz ^ 

tg0— 


dr 


d9 


J 


cos 9 sec 2 9 


r dz 1 Q dz ^ 
T tgO — 


dr 


d9 


J 


a dz l Q dz 

= cos6' sen9 — . 

dr r d9 


\ 

,sen9sen9 

) 


dz 


1 


rcos9 


1 dz 


— + rsen9 cos 9 — — rsen9sen9 

\d9 dr r d9 


J 


— cos 9 —— + sen9 — — 
r d9 dr 


29. Supondo que a fun§ao diferenciavel y = f(x) 6 definida implicitamente pela 

equa 5 ao dada, determinar sua derivada de — : 

dx 


a) 9x 2 +4y 2 =36 


_dF 

dy = dx 
dx dF 

dy 

dy _ 1 8x _ - 9x 

dx 8 y 4 y 


b) 2x 2 —3 y 2 = 5xy 


2x 2 -3 y 2 -5 xy = 0 
dy _ -(4x-5_y) _ 4x-5y 
dx -6y-5x 6y + 5x 


30. Supondo que a fun?ao diferenciavel z = f(x, > ! ) e definida pela equa?ao dada, 
determinar 
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dz dz 
— e — : 
dx dy 

a) x 3 _y 2 +x 3 +z 3 -z = 1 

3* ! (y 2 +l) 
3s 2 -1 


b) x 2 + y 2 — z 2 -xy =0 


dz _ - (2x - y) _ 2x - y 
dx - 2 z 2 z 

dz (2 y -x) _ 2 y-x 
dy -2 z 2 z 


c) xyz— x- y + x 2 = 3 

dz _ - ( yz - 1 + 2x) _ 1 - yz - 2x 
dx xy xy 

dz _ - (xz - 1) _ 1 - xz 

dy xy xy 

31. Supondo que as fungoes diferenciaveis y = v(x) e z = z(x) , z>0 sejam definidas 

implicitamente pelo sistema dado, determinar as derivadas — e — . 

dx dx 

a,M + r + r = 4 

[x + y + z = 2 
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dF_ dF_ 
dx dz 


d(F,G) 
dy 3(x,z) 

dG dG 

dx dz 


2x 2 z 

1 1 

_ -(2x-2z) _ -x+ z 

dx 3(F,G) 

dF dF 


2 y 2 z 

2y-2z y-z 

5(y,z) 

dy dz 


1 1 



dG dG 
dy dz 


d{F,G) 

dz _ 5(y,x) __ 

dF dF 
dy dx 

dG dG 

dy dx 

2 y 2x 

1 1 _ -(2y-2x)_ -y + x 

1 

eT 

is 

i 

dF dF 

2y-2z 2y-2z y-z 

d(y,z) 

dy dz 



dG dG 



dy dz 



b) 


j2x 2 -y 2 =z 2 
\x+y = 2 



4x 

-2 z 

dy 

1 

0 

dx - 

2 y 

-2 z 


1 

0 


-2 y 

4x 

dz _ 

1 

1 


dx 2 z 



-(-2y-4x) _ y + 2X '_^ Q 

2 z z 


32. Determinar as derivadas parciais de l a ordem das fun?oes x = x(u,v), y = y(u, v) 
definidas implicitamente pelo sistema dado: 
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\ X 3 +u 2 

: +y 2 

= 0 



a) 2 ' 
[x +y 

1 +v 2 

= 0 



Temos que: 





8F 

dF 



d(F,G)_ 

du 

dy 


lu 2 

d(u, y) 

dG 

dG 


0 2 


du 

dy 




dF 

dF 



d(F,G)_ 

dx 

dy 


3x 2 

d(x, y) 

dG 

dG 


lx 


dx 

dy 




dF 

dF 



d{F,G)_ 

dx 

du 


3x 2 

d(x,u) 

dG 

dG 


lx 


dx 

du 




dF 

dF 



d(F,G) 

dv 

dy 


0 2 

8(v,y) 

dG 

dG 


2v 2 


dv 

dy 




dF 

dF 



d(F,G)_ 

dx 

Tv 


3x 2 

5(x,v) 

dG 

dG 


lx 


dx 

dv 



Assim, temos: 




d{F,G) 




dx d(u, y) 


-4uy 

du 8{F,G) 

6x 2 y 

-4xy 

d(x, y) 




d(F,G ) 




dy _ d(. 

x,u ) 


4ux 

du d(F,G) 

6 x 2 y 

-4xy 

d(x, y) 





= 4 uy 


= 6x 2 y -4xy 


= -4 ux 


= -4vy 


= 6x 2 v 


-2uy 


lux 
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d(F,G) 

dx _ 5(v, y) _ - 4 vy _ - 2 vy 

dv d{F ,G) ~ 6x 2 y-4xy 3x 2 y-2xy 
d(x, y) 

djF^G ) 

dy _ d{x, v) _ - 6x 2 v _ - 3x 2 v 

dv d(F\Gy 6x 2 y-4xy 3x 2 y-2xy 
d(x, y) 


[x + u-v = 3 
\y-3uv + v 2 =0 


Temos que: 



dF 

dF 

d{F,G) 

du 

dy 

d(u, >’) 

dG 

dG 


du 

¥ 


dF 

dF 

d(F,C J) 

dx 

du 

d(x,u) 

dG 

dG 


dx 

du 


dF 

dF 

d(F,G) 

dv 

dy 


dG 

dG 


dv 

¥ 


dF 

dF 

a(F,G) 

dx 

dv 

d(x,v) 

dG 

dG 


dx 

dv 


dF 

dF 

d(F,G) 

dx 

¥ 

d(x,y) 

dG 

dG 


dx 

dy 


1 0 

= 1 

-3v 1 


1 1 

= -3v 

0 -3v 


-1 0 

= -l 

-3 u 1 


1 -1 

= 2v-3u 

0 - 3u + 2v 


1 0 

= 1 

0 1 


Assim, 
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dx 

du 

du 

dx 

dv 

dy 

dv 





—2v + 3 u 


1 


= 3u-2v 


33. Pode-se garantir que a equagao x 3 + 2xy + y 3 = 8 define implicitamente alguma 

fungao diferencial y = y(x) ? Em caso positivo, determinar — . 

dx 


Vamos analisar as hipoteses do teorema da fungao implfcita. 

F(x,y) = x 3 +2xy + y 3 -8 

— = 3x 2 +2y 
dx 

— = 2x + 3y 2 
dy 

As derivadas sao contmuas ern S .R 2 , portanto podemos garantir que x 3 + 2 xy + y 3 =8 
define implicitamente uma fungao diferencial. Temos: 
dy - 3x 2 + 2y 


dx 2x + 3y 2 


para 2x + 3y ^0 


34. Verificar que a equagao dada define implicitamente pelo menos uma fungao 

diferenciavel y = y(x ) . Determinar — . 

dx 


a) e** =4 


F(x, y) = e ** 
dF_ 
dx 
dF 


= ye 


= xe 


dy 

dy_ = - ye^ 
dx xe^ 


-4 


— — , x ^ 0. 

x 
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b) x 3 + y 3, + y + 1 = 0 

dy — 3x 2 
dx 3y ■+■ 1 


35. Escrever a regra da cadeia para 


a) h(x,y) = f[x,u(x,y)) 
Temos, 

f (v,u),v = x,u =u(x,y) 

dh _ df dv df du 
dx dv dx du dx 

= ^L i+QL — 

dv du dx 
_ df df du 
dx du dx 


dh 


df dv 
dv dy 

dv 

df du 
du dy 


b) //(x) = /(x,w(x),v(x)) 

h(x) = f{x, u(x), v(x)) = f(w,u,v),w = x,u = u(x), v = v(x) 

dh _ df dw df du df dv 
dx dw dx du dx dv dx 
_df du df dv 

dx du dx dv dx 


c) h(u, v, w) = f(x(u, v, w), y(u, v), z(w)) 

dh _ df dx df dy df dz 

du dx du dy du dz du 

_df dx df dy 

dx du dy du 

dh _ df dx df dy 

dv dx dv dy dv 

dh _df dx df dz 

dw dx dw dz dw 


df du 
+ —. — 
du dy 

df du 

du dy 
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36. Dadas as fungoes x = x(u,v) e y = y(u,v), definidas pelo sistema 


\u = 2x 2 + y 2 
[v = x-2y 


determinar as derivadas parciais de l a ordem de x e y em relagao a«ev. 



dF 

dF 







du 

dy 







dG 

dG 


-1 

2j 



dx 

du 

dy 


0 

-2 

-2 

1 

du 

dF 

dF 


4x 

2y 

1 

<N 

1 

X 

oo 

1 

1 

4 x+y 


dx 

dy 


-1 

-2 

1 



dG 

dG 







dx 

dy 







dF 

dF 








¥ 







dG 

dG 


0 

2 y 



dx 

dv 

dy 


-1 

-2 

-2y 

y 

dv 

— 8jc - 

-2y 

- 

8x- 

2y 

-8x-2y 

4x+y 


dF 

dF 







dx 

du 







dG 

dG 


4x 

-1 



dy_ = _. 

dx 

du 


1 

0 

-1 

1 

du 

-8x 

-2 y 

- 

8x- 

■2y 

1 

1 

OO 

* 

1 

to 

V 

1 

8x + 2 y 


dF 

dF 







dx 

dv 







dG 

dG 


4x 

0 



dy __ 

dx 

dv 


1 

-1 

4x 

2x 

dv 

-8x 

-2y 

- 

8x- 

■2y 

-8x-2y 

4 x + y 


193 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 156 - 159. 

37. As equa 5 oes 

2u+v-x-y = 0 

xy + uv = 1 

, . . _ , ^ du du dv dv 

determinam u e v como funcoes de x e y. Determinar — , — , — , — . 

dx dy dx dy 




dF 

dF 






dx 

dv 




du 

d(F, G) 
d(x,v) 

dG 

dx 

dG 

dv 


-1 1 

y u 

-u-y u + y 

dx 

l 

o' 

To" 

dF 

dF 


2 1 

2m - v 2m - v 


d(u,v ) 

du 

dv 


V M 




dG 

dG 






du 

dv 






dF 

dF 






dy 






d(F,G) 

dG 

dG 


-1 1 


du 

d(y,v) ^ 

dy 

dv 


x u 

M + X 


1 

O' 

To" 

2u 

-v 

2u -v 

2m -v 


d(u,v) 

dF 

dF 






du 

dx 





s(f,g) 

dG 

dG 


2 -1 


dv 

d(u,x) 

du 

dx 


v y 

_-(2y + v) 

dx 

1 

1 

2 u 

-v 

2m -v 

2m -v 


d(u,v) 

dF 

dF 






du 

dy 





_d(F,G ) 

dG 

dG 


2 -1 


dv _ 

d(u,y) 

du 

¥ 


V X 

- ( 2x + v) 

dy 

1 

1 

iS 

2 u 

- V 

2m -v 

> 

1 

3 

<N 

1 


d(u,v) 


194 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 156 - 159. 


38. Calcular o jacobiano 


d(*. y) 

d{u,v) 


para: 


a) x = ucosv,y = usenv 



dx 

dx 



d{x, y) _ 

du 

~dh> 


cos v - usenv 

d(u,v) 


dy 


senv u cos v 


du 

dv 




= u cos 2 v + usen 2 v = u 


i\ v 

b) x = u + v,y = — 
u 


d{x, y) _ 

dx dx 

du dv 


1 1 

d(u,v) 

dy_ dy 
du dv 


-v 1 

u 2 u 


c) x = u 2 +v 2 ,y =uv 


d(x, y) _ 

2 u 2v 

d(u,v ) 

v u 


= 2 u 2 -2v 2 


39. Supondo que as fungoes diferenciaveis y = v(x) e z = z(x) sejam definidas 

f x 2 + y 2 = Z 

implicitamente pelo sistema \ , determinar: 

[x + y = 4 

dy dz 
— e — 
dx dx 
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dF 

dF 


dx 

dz 


dG 

dG 

dy 

dx 

dz 

dx 

dF 

dF 


dy 

dz 


dG 

dG 


dy 

dz 



2x 

-] 



1 

0 

_ -1 

\2y 

-1 

~ _ T 


1 

0 




dF dF 


dy dx 

d{F,G) 

dG dG 

dz _ d(y,x) _ 

dy dx 

1 

1 

1 

1 

d(y,z) 



2 y 

1 


2x 

1 


= -2 y + 2x = 2x-2y . 


b) um par de fungoes 


y = y(x) e z = z(x) definidas implicitamente pelo sistema dado. 


/ = z — x 


2 


y = 4-x 
(4 -x) 2 = z - X 2 
z = 2x 2 -8x + 16 


40. Achar as derivadas de 2 a ordem das seguintes f undoes: 


a) z = x 2 -3y 3 + 4x 2 y 2 


dz _ 
dx 

dh_ 

dx 2 ' 
d 2 z 
dydx 


2x + 8xy 2 
= 2 + 8/ 
= 16xy. 


9Z n 2 o 2 
— = -9 y +8x y 

dy 

^ = -lSy + Sx 2 
dy 

-^- = 16 xy. 
dxdy 
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b) z = x 2 y 2 -xy 


dz 0 2 

— = 2xy -y 

OX 

d 2 Z 0 2 

8 2 z 

dxdy 

1 

II 

dz . 2 
— = 2x y — x 
dy 

dy 

d 2 z 

dydx 

= 4xy -1 

c) z = In xy 




1 

dz x 1 



dx xy x 

dy xy y 



d 2 z 1 

d 2 z _ -1 



dx 2 x 2 

By 1 y 2 



a2j =0 
dydx 

eh =0 

dxdy 



d )z = e xy 




dz w 

— = ye y 

dx 

dz xy 

— = xe y 

dy 



= y l e X} 
dx 2 

=x 1 e v 

dy 2 



d 2 Z d 2 Z xy , xy 

= = xye y + e y 

dxdy dydx 

= (xy + 1) 




41. Encontrar as derivadas de 3 a ordem da fun 5 ao z = x+y + x 3 



— = l + 3x 2 -2x 
dx 


dh 

dx 2 

dh 

dx 3 


= 6x-2 


= 6 


^ = 1 - 
dy 

d 2 z 


■2 y 


dy 2 

d\ 

dy 3 


= -2 


= 0 



dxdydx 

Obs.: As demais derivadas de 3 a . ordem sao nulas. 
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Nos exercicios de 42 a 47, determinar as derivadas parciais indicadas. 

i d 2 f d 2 f 


42. f{x,y) = 


■Jx 2 +4p ’ dx 2 ’ dxdy 


1 


%_ = 

dx 

dx 2 

d 2 f 


(x 2 +4 y 2 ) 2 2x 
x 2 + 4y 2 


(x 2 +4y 2 ) N /x 2 +4/ 


= -x[x 2 +4y 2 ) 


= -x.— (x 2 + 4y 2 ) 2 .2x + (x 2 +4y 2 ) 2 (-l) = 3x 2 (x 2 +4y 2 ) 2 -(x 2 +4y 2 ) : 


2 

-3 


dydx 2 


(x 2 +4/) 2 .8y = 


12xy 


(x 2 + 4y 2 ) 


43. z = xcosxy , 


8 2 z d 2 z d 2 z 


dx 2 dxdy dydx 


dz 

dx 


-x.senxy.y + cos xy 


= -xysenxy + cos xy 


dh 

dx 2 


-xy 


.cos xy.y + senxy(- y)+ (- senxy ).i 


= -xy cos xy - ysenxy - ysenxy 
= —xy 2 cos xy - 2y senxy 


d 1 z d 2 z 


dxdy dydx 


= -xy. cos xy.x + senxy. (- x) + (- senxy ) b 

= -x 2 y cos xy - xsenxy - xsenxy 
= -x 2 y cos xy - 2xsenxy 


44. z = ln(x 2 + y 2 ). 


2 . 2 \ d z 


dxdy 2 
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dz = 2 y 

dy~ x 2 + y 2 
d\ _ 2x 2 -2/ 
fy 2 (x 2 + y 2 ) 2 

q 3 z (x 2 + y 2 ) (4x)-(2x 2 -2/)(x 2 + /)2x 

5x5/ ( x2 + y 2 ) 4 

_ -4x 3 +12xy 2 

(*'+ y 2 ! 


45 . w = -Jl- 


~i 2 2 d w d w 


■X -y -Z 


’ ^ 9 ’ 


dz dxdy 


-i 


) 2 (-2j) 


5w 1 /. 2 2 2 

— = - l-x 2 -/-/ 

5z 2 V 

|-^ = -z.y(l-x 2 -/-z 2 ) 2 (-2z) + (l-x 2 -y 2 -z 
= -z 2 (l-x 2 -/ -z 2 ) 2 -(l-x 2 -/ -z 2 ) 2 

2 2 2 \T 

-2- -2 ) 2 


d 2 w 

dxdy 


'■ ~xy (l - x 2 - y 2 - z 2 ) 


46. w = x 2 + / + 4z 2 + 1 


5 3 w 5 3 w 


dxdydz dzdxdy 


— = 2jc 

dx 


d 2 w 


= 0 


dxdy 
5 3 w 5 3 w 


5x5y5z 5z5x5y 


= 0 


2 ) 2 -(-i) 
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47. z = yj2 xy + y 2 


d\_ d?_ 
’ dxdy ’ dx 3 


dz = \{2 xy+y 2 ) 2 -2 y 


dx 2 

a 2 z 

dxdy dydx 


d 2 z 


= y-^(2xy + /) 2 .(2x + 2y) + (2xy + y 2 ) 2 


= -y(x + y)(2xy + y 2 ) 2 + [2xy + y 2 ) 2 
^ = y -~ y (2xy + ? 2 ) Y -2 y = ~y 2 {2xy + y 2 

0 = -y 2 .0(2xy + y 2 )^.2y = 3y 3 (2xy + y 2 )^ 


48. Verificar o teorema de Schwartz para as fun?oes: 


a) z = 


y 


2 2 

x + y 


dz -y.2x 


dx (x 2 + y 2 ) 

d 2 z _ (x 2 + y 2 ) 2 .(-2x) + 2xy.2(x 2 + y 2 ).2y _ 2(x 2 + y 2 )x + 8xy 2 _ -2x 3 - 2xy : 2 + 8xy 2 
dydx (x 2 + y 2 ) 2 

= + 0 V(x,y)*(0,0) 

(x 2 + /) 

_ (x 2 + y 2 \^~y-2y x 2 + y 2 -2y 2 _ x 2 -y 2 


( x 2 + /) 3 ( x 2 + , 2 ) 3 


^ (x 2 + y 2 J (x 2 + y 2 ) (x 2 + y 2 ) 

a 2 z _ (x 2 + y 2 ) 2 ,2x - (x 2 - y 2 ) .2 (x 2 + y 2 ) ,2x _ (x 2 + y 2 ) 2x - (x 2 - y 2 ) ,4x _ 2 x 3 + 2 xy 2 - 4x 3 + 4xy 


dxdy 


-2x 3 + 6xy 2 


(* 2 +r) 

,V(x,y)*(0,0) 


(* 2 +r) 


(-^ 2 ) 


b) z = xe ;c+:y 
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— = xe x+/ +e x+y2 =e x+y2 (x + l) 
dx v ’ 

dz =(x + l)e x+y2 ,2y = e x+y2 (2xy + 2y) 


dydx 


— = x.e x+y2 .2 y 
By 


d z 
dxdy 


= 2xy.e x+yl + e x+/ .2 y = e x+/ (2xy + 2 y) 


49. Se = f(x, y) tem derivadas parciais de 2 a ordem contmuas e satisfaz a equa?ao 

d 2 f d 2 f 

— — H — = 0 ela e dita uma funcao harmonica. Yerificar se as funcoes dadas 

5jc 2 cy 2 

sao harmonicas. 


a) z = e x seny 


dz x 

— = e seny 
dx 

dz 

— = e cos y 
dy 

d 2 z 

— - = e seny 
dx 2 

d 2 z 

— - = —e seny 
dy 2 

e x seny - e x seny = 0 

. E harmonica. 

b) z = e x cos y 


dz 

— = e cos _y 
dx 

ii 

d 2 z x 

d 2 z _ 


dx 2 


■ e cos y 


dy 


= —e seny 


-e cos y 


e x cos y - e x cos y = 0 . E harmonica, 
c) z = y 3 - 3x 2 y 


— = -6xy 
dx 


d_z 

dx 2 


= -6y 


- = 3y 2 -3x 2 

dy 


d_z 

dy* 


= 6y 
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- 6v + 6 y = 0 E harmonica 


d) z = x 2 + 2 xy 


— = 2x + 2y 
dx 

X 

<N 

II 

| C§“ 

02 ;=2 

3 2 

a l=0 

^,2 


2^0. Nao e harmonica. 


50. Calcular as derivadas parciais de l a ordem das seguintes fungoes: 

a) / (x, y, z ) = sfyi + x 2 y 2 z 2 j + e xyz k 

— = lxy 2 z 2 j + yze xyz k . 

dx 

— = — y ^ i + 2 x 2 yz 2 j + xz e xyz k . 
dy 2 

— = lx 2 y 2 z j + xye xyz k . 
dz 


r 


\ 


b) g(x,y,z) = 


x-y 

x + y' 


2x,3 


(x+y)-(x-y) 


2y 


dg__ 

^(x+yX-O-^-yX 1 ) 

dy 

l (^+>’) 2 


(^ + y) : 

A f 


-, 2,0 


,0,0 


- 2x 


,0,0 


\ 

J 


^- = ( 0 , 0 , 0 ). 


c) h(x, y, z) = (9 - z 2 ,9 - y 2 ,9 - x 2 ) 


~z~ = (0,0, -2x) 


~r~ = (0,-2y,0) 

dy 


# = (-2z,0,0) 
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d) p{x, y) = (e 2x ,xye 3y ) 


= (2 e 2x ,ye 3y ) 


dp 
dx 

= ( 0 , 3xy e 3y + xe 3y ) = (o, (3y + l)xe 3y ) 
e) q{x, y) = (xjy , (x - y)ln y) 


x x — y 


-In y 


f) u{x, y, z ) = e xy i + In xzj + 2k 


du 


= ye xy i 


= xe xy i 


dx 

du 
dy 
du _ x 
dz xz 


J 



1 - 

-J 

z 


51.Dada f(x,y,z) = (e xy ,e yz ,e xz ) encontrar — + — + 

v 7 v 7 dx dy dz 

Temos: 

S- = (xe xy ,ze yz , 0) 
dy 

f- = (° ,ye yz ,xe xz ) 
oz 

l + | + l =((*+yy’.(y+zy',(x + zy‘). 
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> / \ s -j-j- 

52. Dada /(x, y, z) = [x 2 y,x+ y,xz), verificar que — (l,0,l)n (l,0,l) = a onde, 

dx dy 

d = lim f{x,y,z). 

(wHu,i) 

Temos: 

~ = (2xy,l,z) 

OX 

i(l,0,l)= (0,1,1) 

ox 

f-=(v,i,o) 

dy 

f-(l.0,l)= (1,1,0) 

dy 

d = lim {x 2 y,x+y,xz)=(i, 2 , 1 ) 

kwHui) 

Assim, 


df 


df 


^(i,o,i)+|^ (1,0,1) =(1,2,1). 

ox dy 


53. Seja / a fun?ao vetorial definida por / (x, y, z) = xzi + y (l + x) j + z k . 
a) Descrever a curva obtida fazendo y = 2 e z = 1 
f (x,2,l) = x i + 2(l + x ^j-\-k 
x = x 

<y = 2(l + x 2 ) 

z = 1 

E uma parabola no piano z = \ ■ 

df 

b) Representar nessa curva a derivada parcial — no ponto P 0 (l,4,l) 

dx 

df r - -r 
— = ZI +2 xyj 
ox 

~(l, 4 ,l) = T + 87 

dx 
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Veja grafico que segue: 

z 



54. Seja f a fun§ao vetorial definida por / (u , v) = [u cos v , u sen v , 3 + u 2 ) para 
0<u <3, 0 < v < 2 n . 


a) Determinar as curvas obtidas fazendo u =J3 e v = — , respectivamente. 


/(V3,v)=(V3 cos v, V3 senv, 6) , 0 < v < 2 n 


f u,— j = (o,u,3 + w 2 ) , 0 < u < 3 
V 2 J 


b) Determinar — 

du 


S,- 

Z d l 

S,- 

l 2 J 

dv 

l 2 J 


representando-os geometricamente. 


rsr 

— = (cos v, senv,2u) 
du 


>/3,|j = (0,l,2^) 
= {-u senv ,u cosv,0) 


fV3,^l = (-V3,0,0) 

2 J 
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Z 

A 




\ n r ^Z r 

xyz , xy ,Vx 2 +z 2 ), determinar — — , — — e . 

7 dx dy dxdy 


d[_ 

dx 

32 7 f 


yz, y, + z 2 )'^ 2 -2x 

V ^ 


^k = [o,0,(* 2 + z 2 )" X +*- — (x 2 +z 2 Y A -2x 

dx 2 \ v ' 2 v ' 

^- = (xz,x, 0) 

dy 

^ 4 - = ( 0 , 0 , 0 ) 

dy 

|£=fcu» 

dxdy 


= (o,o,(x 2 +r)^-. r ! (x 2 + z 2 )^ 


^ • d 3 f d 4 f 

56. Determinar e 


dxdydz dxdz 2 dy 


, sendo f(x,y,z) = (xy 4 , xz 3 + 1 , xe yz ) . 
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= (0 , 3xz 2 , xye yz ) 

d 2 f 


dydz 

d 3 f 


dxdydz 


= (0,0 ,xyze yz +xe yz ^j 

= (0, 0, yz^ + ) = (0, 0, ( yz + 1)) 


^=(0A(/ Z + 2,H 


„ ^ d 2 f d 2 f d 2 f d 3 f a 3 / , . . „ 

57. Encontrar — v, — , — t— e — V das seguintes funcoes: 

ax 2 dy 2 dxdy dx 2 dy dz 3 


a) f{x,y,z) = {xyzMyMz ) 


£- = (yz,0,0) 

OX 


a 2 / 

dx 2 

<t = 

dy 

a 2 7 

dy 2 

a2^ 


= (0,0,0) 

1 1 

xz , ,0 

v y J 


277 f y ^ 


0,— ,0 

. y , 


H-^°) 

of ( A n 

— = xy, 0,- 
dz \ z) 

a7 

dz 2 


v 

^>~C f 


av 

az 3 


0,0,— 

Z J 

2 A 
0,0,— 

V Z 3 J 


b) f(x,y,z) = (e y sen x,e x seny,z) 
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4 


e cosx,e seny 


,o) 


=(-' 


e sen x,e sen 


dx 

a 2 7 

= (e y senx,e x cos y ,o) 

d 2 f_(,y 


y.o) 


= ( 


e sen x, — e sen 


y.o) 


8y 2 

2 r 

= \e y cosx,e x cos y ,0) 

8x8y 


dx 2 dy 


4 


e sen x,e cosy 


. 0 ) 


^ = ( 0 , 0 , 0 ) 

fr = (o.o,o) 


c) f(x,y,z) = 


r \ 1 N 

-, — ,xyz 

v x y j 


df f-1 n ) 
- —,0 ,yz 
V* 


dx 

a 2 7 

dx 2 

i= 

dy 

a 2 7 

5y 2 


f 2 

— , 0,0 

U 

0 ,— \,xz 

\ y j 


o,4,o 

. y , 


H =(o '°' z) 


a 3 / 

0x 2 dy 


= ( 0 , 0 , 0 ) 


^7 = (o,o,xy) 

oz 
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d\f 

dz L 

d\f 

dz 3 


( 0 , 0 , 0 ) 

(0,0,0) 


58. Encontrar ^Zfe) + ^)_ 4 ^Zfe) dados , 

dx 2 dy 2 dz 2 

f(x, y,z) = (x+y + z,(x + .y + z) 2 ,(x+y + z) 3 ) e 


~z~ ~ (l 2 (x + y + z), 3(x + y + zf ) 


dx 


^4 = (0,2, 6 (x+y + z)) 

OX 


a 2 /(/>») 


dx 2 


= ( 0 , 2 , 12 ) 


— |l,2(x+ y + z),3(x + y + z) j 


— y - (0,2,6(x+ y + z)) 

dy 

d 2 /fa) 

dy 2 

dz 2 

Assim, 

8 2 f{Po)d 2 f{Po) d 2 f( P o) 


= ( 0 , 2 , 12 ) 
= ( 0 , 2 , 12 ) 


dx 2 


- + - 


dy 2 


dz 


= 2(0,2, 12) -4 (0,2, 12) 


P 0 (1,0,1). 


= (0,-4, -24). 
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CAPI TULO 5 
5.10 - EXERCfCIOS 
pag. 190 - 192 

1. Encontrar, se existirem, os pontos de maximo e de mmimo globais das fun?oes: 
a) z = 4-x 2 -y 2 


dz_ 

dx 


= —2x 



- 2x = 0 


-2y = 0 

(0,0) e um ponto crftico. Este ponto e um ponto de maximo global; nao existe um ponto de 
mmimo global. 


b) z = x 2 + y 2 - 5 


dz_ 

dx 


= 2x 


dz 

dy 


= 2y 


x = 0 


j = 0 

(0,0) e um ponto crftico. Este ponto e um ponto de mmimo global; nao existe ponto de 
maximo global 


c) z = x+ y + 4 



dx 


— = 1 

dy 

Nao existem maximos ou mmimos globais. 


d) z = yf^x 2 + y 2 
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dz_ 

dx 

dz 


±{2x-+y-fiAx 


2x 

y[2x* + J 2 

y 

yfix* + y 2 


Em (0,0) as derivadas nao existem e como a fun?ao e um cone com concavidade voltada 
para cima, (0,0) e mi'nimo global. Nao existe ponto de maximo global. 


e) z = serve + cos y 


dz 

= COS X 

dx 

dz 

— = -seny 
dy 

fcosx = 0 
[seny = 0 




— + 2k7r,2n7r 

L k,n 

2 J 


— + 2 kn, (2 n 

+1 kl 


J 


e Z sao pontos de maximo global e 
k,n&Z sao pontos de rmnimo global. 


f) f{x, y) = x 4 + y 4 


d[_ 

dx 


= 4x 3 



x = 0 


3 


J = 0 

(0,0) e um ponto crftico. Este ponto e um ponto de mmimo global; nao existe ponto de 
maximo global. 


g) z = y[- X 2 + 2x - y 2 + 2 J - 1 

Estamos diante do hemisferio superior de uma esfera, centrada em (1,1,0) e raio igual a 1. 
Assim, 
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(l,l) e ponto de maximo global e os pontos sobre a circunferencia de centro em (l,l) e raio 
1 sao pontos de mmimo global. 

2. Verificar se o ponto (0,0) e ponto critico das fun§oes: 

a) z = 2x 2 + 2 y 2 
4x 4.0 = 0 

e ponto critico 

4y -> 4.0 = 0 


dz 

dx 

dz 


b) z = 


y 


-=—( 4 - 

dx 2 V 
dz 


2 2 

■x -y 


f.-2x = 


-x 




-y 


dy ^x^7 

Temos que para (x, y) = (0,0) , — = 0 e — = 0 . Portanto (0,0) e um ponto critico. 

dx dy 


c) f(x,y) = 


0 , (x, y) = (0,0) 


(x, y) ^ (0,0) => / (x, y) = 


3x 2 


4x 2 + 2 y 2 


a ( o, 0} =i im ri^2hZM 

dx v Ax 

= i im Zl^o)-/(o.o) 


Ax->0 


Ax 


3(Ax) 2 

4(Ax) 2 
= lim v ’ 


-0 


Ax 

-BmU- 

4 Ax 


= 00 
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A fungao dada nao e diferenciavel em (0,0). Portanto, temos um ponto crftico. 

Nos exercicios de 3 a 16 determinar os pontos crfticos das fungoes dadas. 

3. z = x 4 -2x 2 + y 2 -9 

- = 4x i - 4.x 
dx 

~ = 2y 

Resolvendo o sistema temos: 

4x 3 -4x = 0 
2y = 0 .'. y = 0 

x(4x 2 - 4) = 0 x = 0 
4x 2 -4 = 0 
4x 2 =4 
x 2 =1 
X = ±1 

Portanto, temos os seguintes pontos crfticos: (1,0), (-1,0) e (0,0). 


4. z = y[x~ 2 + y 2 




dx 2 
dz y 


l 


x 2 + y 2 


dy y[x 2 + y 2 

Para (x, y) ^ (0,0) as derivadas parciais nao sao ambas nulas. Portanto, esses pontos nao 
sao pontos crfticos. 

Esta fungao nao e diferenciavel em (0,0), portanto (0,0) e um ponto crftico. 


5. z = 2x 4 — 2y 4 — x 2 + y 2 +1 


dz 


= 8x 3 - 2x 


dx 

dz 


= -8y 3 +2y 
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Resolvendo o sistema temos: 
J8x 3 -2x = 0 
\-8y 3 +2y = 0 

x(8x 2 -2)=0 
y(-8y 2 + 2)=0=>y = 0 

-8y 2 +2 = 0 
8y 2 =2 



Portanto, temos os seguintes pontos crfticos: 

( 0 , 0 ), 


°i 


°-i 


(i \ 

2 ’° 

\ z J 



H ’ 0 

2 j 


6. f(x,y) = cos 2 x + 


y 


df , , 

dx y ’ 


= 2 y 


df_ 

dy 

Resolvendo o sistema temos: 
f 2 cos x.senx = 0 

W = o 

Temos que os pontos crfticos sao: 
, neZ 


V 2 


7. f{x,y) = c osx 
df 

— = -senx 
dx 



dy 


Resolvendo a equa§ao temos: 


x = 0 

8x 2 -2 = 0 
8x 2 =2 


4 



l 2’ 2/1 2’ 2J ' 
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senx = 0 

x = kn, k e Z 

Pontos crfticos ( kn,b\k eZ;/;e S .R . 


8. z = 2y 3 — 3x 4 — 6x 2 y + 5 


— = -I2x 3 -12 xy 
dx 


— = 6y--6x 2 
8y 


Resolvendo o sistema temos 


J-12x 3 -12xy = 0 
{6y 2 -6x 2 =0 

ou 

l-x 3 - xy = 0 

\y 2 -x 2 =0 

- x 3 - xy = 0 
xy = -x 3 
-x 3 

y = — 

X 


(-x 2 ) 2 -x 2 = o 
x 4 -x 2 =0 
x 2 (x 2 -l) = 0 

x = 0 
x = ±l 


e y = - 1. 

Pontos crfticos: (1,-1), (-1,-1) e (0,0) 


9. z = (x-2} 2 +y 2 

— = 2{x - 2) 
dx 


Resolvendo o sistema temos: 

J 2(x -2) = 0=>x-2 = 0.'. x = 2 

[2y = 0 => y = 0 
Ponto crftico: (2,0) 


10. z = e x ~ y (y 2 -2x 2 ) 
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j- = e x ~ y (-4x) + ( y 2 - 2x 2 ) jT y 
= -Axe x ~ y +(y 2 -2x 2 )e x ~ y 
^ = e’-’(2y) + (y-2xiy-’(-l) 

Resolvendo o sistema temos: 
e x - y (-4x + y 2 -2x 2 ) = 0 

< e x - y (2y-y 2 + 2x 2 ) = 0 

ou 

{-Ax +y 2 - 2x 2 = 0 => y 2 = 2x 2 + Ax 
|2y — y 2 + 2x 2 = 0=> y 2 = 2x 2 + 2y 
Assim, 

2y + 2x 2 -Ax- 2x 2 = 0 -4x + (2x) 2 -2x 2 = 0 

2y-Ax = 0 2 x 2 -Ax = 0 

y-2x = 0 x = 0 ^ y = 0 

y = 2-x x = 2 => y = 4 

Assim, os pontos criticos sao: (0,0) e (2,4). 


11. z = xe 


= xe- x - y -(-2x)+e- x - y2 


= xe 


dz_ 
dx 
dz_ 
dy 

Resolvendo o sistema temos: 
(- 2x 2 + \)e 

- 2xye 

- 2x 2 +1 = 0 
2x 2 =1 


(~ 2 y) 


2 2 

x ~ y =0 


2 2 

=0 


2 1 

X = — 
2 


x = ± 


1 
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- 2 xy = 0 
y = 0 

Assim, os pontos crfticos sao: 


f 1 


( 1 J 

-j=>0 
v V2 ) 

e 

-- p.o 
l V 2 J 


12. z = y 3 -3x 2 y + 3y 


- = 3y 2 -3x 2 +3 

dy 

Resolvendo o sistema temos: 

J- 6 xy = 0 

|3y 2 - 3x 2 + 3 = 0 

Da primeira equagao temos que x=0 ou y=0. 
Para y=0 temos 
-3x 2 +3 = 0 

3x 2 =3 
x 2 =1 
X = ±1 

Para x=0, temos: 

3y 2 +3 = 0 

Impossfvel. 

3y 2 = -3 

Assim, os pontos crfticos sao: (1,0) e (-1,0). 


13. z = cos(2x + y) 


dz 

dx 

dz 

dy 


-sen( 2x + y).2 
-sen (2 x + y) 


Resolvendo o sistema temos: 
senilx + y) = 0 


2 x + y = kzc, k e Z 
x = a ; y = kzc — 2a ; a e 5R. 
Assim, os pontos crfticos sao: 
{a,kn — 2a), a e91, keZ. 
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14. z = y 4 + — x 2 — — y 2 -x 
2 2 


- = —.2x-l 
dx 2 

— = 4v 3 ~—.2y 

dy 2 

Resolvendo o sistema temos: 

Jx-1 = 0 

W-y = o 

Da primeira equagao temos que x = 1 e da segunda equagao temos: 
4y 3 -y = 0 

y( 4 y 2 -i)=o 

, 1 

y = 0 ou Ay = 1; y = ±—. 


f i A 


Portanto, os pontos criticos sao: 


1, 


V J 


L- 


( 1 , 0 ). 


15. z = x 2 + y 2 +8x-6y + 12 


— = 2x + S 
dx 

— = 2 v - 6 

dy 

Resolvendo o sistema temos: 

J2x + 8 = 0 => 2x = -8 .'. x = -4 

[2y - 6 = 0 => 2y = 6 .'. y = 3 
Portanto temos o ponto crftico (-4,3). 


16. f(x,y) = 

df -64 

— = ^ + y 

dx x 2 


1 64 

1- xy 

y * 


df -i 

— = — r + X 

y 

Resolvendo o sistema vem: 
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64 

~r + y = o 


— 2 ~ + X ~ 0 
y 


ou < 


64 + x 2 y 


= 0 


-1 + xy" 


= 0 


y 


Da segunda equagao temos: 

-1 + xy 2 =0:.xy 2 =1 e x = 

y 

Aplicando este resultado na primeira equagao temos: 

64 + -^-..y = 0 

>’ 

64 + -^ = 0 

y 

1 3 1 
= -64 •••/=-— 


y 

y = ?l 


l 

4 


64 


1 1 


f 


Dessa forma jc = — = — = 16 . Temos, entao o ponto crftico 


y 


1 

16 


1 


16,-- 

4y 


Nos exercicios de 17 a 34 determinar os pontos crfticos das fungoes dadas, classificando-os 
quando possfvel. 

17. z = 10-x 2 -y 2 


*=-2* 

dx 

dz i 

— = -2 y 

dy 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crftico (0,0). 
Temos que: 

1-2 0 


H(x,y) = 


0 


= 4 > 0 


fr(o.o) = -2 <° 

ox 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (0,0) e um ponto de maximo. 


18. z = 2x 2 + y 2 -5 
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dz , 

— = 4x 
dx 

dz o 

— = 2y 

dy 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crftico (0,0). 
Temos que: 

|4 0| 


h( 0 , 0 ) = 


0 2 


= 8 > 0 


d\f 

dx 2 


(0,0) = 4 > 0 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (0,0) e um ponto de mmimo. 


19. z = 4 - 2x 2 -3y 2 
dx 

— = -6_y 

dy 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crftico (0,0). 
Temos que: 

1-4 0 


H(x,y) = 

h( 0,0) > 0 


0 -6 


= 24 > 0 


d 2 f 

dx 2 


(0,0) = -4 < 0 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (0,0) e um ponto de maximo. 


20. z = x 2 + y 2 -6x — 2y + 7 

— = 2x~6 

dx 


= 2y-2 


dz 
dy 

[ 2x-6 = 0^>2v = 6=>x = 3 


[2y — 2 = 0=>2_y = 2=>_y = l 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crftico (3,1). 
Temos que: 
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/ x 2 0 

H{x,y)= = 4 > 0 

V ' 0 2 

!) = 2>0 

OX 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (3,1) e um ponto de mmimo. 

21. z = y + x.seny 
dz 

— = seny 
8x 

dz 1 

— = 1 + x.cos y 

ay 

[ seny = 0 
[l + x cos y 

Da primeira equagao temos que y = kn, k e Z . Substituindo esse valor na segunda equagao 
vamos obter: 
l + xcos(fc;r) = 0 

1 + x(± l) = 0 

1 - x = 0 .'. x = 1 

1 + x = ().'. x = — 1 
Assim temos: 

(l ,k7t\k 6 impar e Z ou zero 
(~l,k7r),k epare Z 
ou 

(- \,2k7r) ; (l, ( 2k - l);r) com keZ. 

Assim, igualando as derivadas a zero encontramos os pontos crlticos 
(-1,2 Jbr) ; (],(2k-])zr) com k e Z . 

Temos que: 

/ \ 0 cos y , 

H[x,y)= = - cos 2 y < 0 

cos y - x.seny 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que todos os pontos sao pontos de sela. 

22. z = xsen2y 

— = sen2y 
dx 

dz o o 

— = x.cos2y.2 
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\sen2y = 0 

|j2xcos2y = 0 

Da primeira equagao temos 


sen2y = 0 => 2 y = kx,k eZou y = 


ka 

~2 


Aplicando na segunda equagao vem: 

2x.cos2.— = 0 
2 

2x.cos (kn) = 0 
2x(± l) = 0 


2x = 0 


x = 0 

Temos que 
H(x,y) = 


( kn\ 
0 ,— 
l 2 J 

0 


k eZ sao pontos erf ti cos. Temos: 
= -4cos 2 2y < 0 


2cos2_y 
2 cos 2 y - 2xsen2y.2 


f 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que 


0 ,^ 

2 / 


sao pontos de sela. 


23. z = e x + 

— = e x2+yl .2x 

dx 

— = e x '* yl .2y 
8y 


r 2 2 

2xe x+y =0 

1 => x = Oey = 0 

[2ye x+y =0 

Igualando as derivadas a zero encontramos o ponto crftico (0,0). 
Temos que: 


2 2 2 2 2 2 

. 2xe x+y .2x + e x+y .2 4xye x +y 

H \ x ^y) = 

2xe x+y .2 y 2ye x +y .2y + e x +y .2 

= e x2+y2 .e x2+y2 (l6x 2 y 2 +8x 2 +8/ +4-16 x 2 /) 

= [e x2yy2 ) 2 .(8x 2 +8y 2 +4)>0 

|t( 0 .°) = 2 >0 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (0,0) e um ponto de mmimo. 
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24. z = 4 xy 


dz_ 

dx 


= 4 y 



Temos o ponto crftico (0,0), que e um ponto de sela pois H (0,0) 


0 

4 


4 

0 


= 16<0. 


dz_ 

dx 


25 . z — 8x 3 + 2 xy — 3x 3 + y 3 + 1 
= 24x 2 + 2y - 6x 


— = 2x + 2y 

dy 


[ 2Ax 2 + 2y - 6x = 0 
[2x + 2y - 0 

Da segunda equagao temos: 
x + y = 0 


y = -x 

Aplicando o resultado obtido na primeira equagao vem: 
24x 2 + 2(- x)-6x = 0 

24x 2 - 8x = 0 
8x(3x-l) = 0 
x = 0 
3x = 1 


1 

x = — 
3 


Temos que (0,0)e 
Temos que: 


1 1 


sao pontos erf ti cos 


H(x,y) 


48x-6 

2 


i/(0,0) = -16 < 0 


2 

2 


= 96x-12-4 


= 96x-16 
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H 

d 2 f 


i i 


v3 3/ 


= 96.--16>0 
3 


ax 2 


V- 




= 48.--6>0 
3 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (0,0) e um ponto de sela e 
um ponto de mmimo. 


U’ 3J 


26. /(x, y) = x 3 +3xy 2 -15x-12_y 

— = 3x 2 + 3_y 2 -15 
dx 


df 


= 6xy-12 


dy 

|3x 2 +3_y 2 -15 = 0 
[6xy -12 = 0 
ou 

\x 2 +y 2 - 5 = 0 
|xy-2 = 0 

2 

Da segunda equagao temos que xy = 2 ou y = — . Aplicando o resultado obtido na 

x 

primeira equagao vem: 

9 4 

x 2 h — 2 — 5 = 0 

X 

x 4 + 4 - 5x 2 = 0 
x 4 -5x 2 + 4 = 0 
x 2 = 4 e x 2 =l 
x = ±2 e x = ±1 

Assim temos os pontos crfticos: (1,2); (-1,-2); (2,1) e (-2,-1). 

Temos que: 

, x |6x 6y 

H(x,y) = l 


6 y 6x 
h( 1, 2 ) = 36- 36.4 <0 
H(- 1,-2) = 36- 36.4 <0 


= 36x 2 -36y 2 
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H (2,1) = 36.4-36 >0 

0 < 2 ' ')= 12>0 

H (-2,-1) = 36.4-36.1 >0 

f£(-2.-l) = 6-(-2)<0 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (1,2) e (-1,-2) sao pontos de sela; (2,1) e 
um ponto de mmimo e (-2,-1 e um ponto de maximo. 


27. z — 4x + 3xy + y + 12x + 2_y + l 
dz 

— = 8x + 3y + 12 
dx 

— = 3x + 2y + 2 

dy 

f 8x + 3 y + 12 = 0 

”^3x + 2 y + 2 = 0 

Da segunda equagao temos: 

2y = -2 - 3x 

-2-3x 

y = —T~ 

Aplicando este resultado na primeira equagao vem: 

8x + 3. ~ 2 ~ 3x +12 = 0 
2 

16x + 3(-2-3x)+24 = 0 
16x-6-9x + 24 = 0 
7x + 18 = 0 


x = 


18 
7 ' 


Assim, 


-2-3.- 


-18 


y = - 


U -2 + 5 - 2 ] 
7 ) 


V 


f 


Temos o ponto crftico 


18 20 
7 ’ 7 


20 

’ 7 ' 

x 

) 


Temos que: 
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H(x,y) = 


8 3 
3 2 

d 2 ff 18 20^ 


ax 2 


7 7 


= 16-9>0 


= 8 > 0 


) 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que 


18 20 
7 ’ 7 


e um ponto de mlnirno. 


28. z = x 4 + — y 5 + x + — y i +15 
4 


1 3 

V 

3 


*= 4* J +1 

dx 

ay 4 3 


4x 3 +1 = 0 

T/ + r=o 


1 


Da primeira equagao temos, 4x = -1 on x = — j=. Da segunda equagao temos: 

v4 


y 


f 5 A 

-y 2 + 1 =0,y = 0. 

v4 J 


Assim, temos o ponto crftico 
Temos que: 




V 4 


H(x,y) = 


12x 2 


0 


0 ^.20y 3 +2y 


= \2x 2 (5y 3 +2y) 


H 


' 1 ^ 
-,0 


= 0 


J 


V Vi' 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que nada se pode afirmar a respeito do ponto 
f 18 20^ 


V 


7 7 


29. z = x 2 + y 2 - 2x - 8y + 7 
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dz_ 

dx 

dz 

dy 


2x-2 

2y-S 


J 2x-2 = 0=>2x = 2 ou x = 1 . 

[2_y -8 = 0 => 2y = 8 ou y = 4. 

Dessa forma temos o ponto (1,4) para analisar. 
Temos que: 


H(x, y) 


2 0 
0 2 


= 4 > 0 


(rr(l, 4 ) = 2 > 0 

OX 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (1,4) e um ponto de mlnimo. 


30. z = 4 xy - x 4 - 2 y 2 


dz 

dx 


= 4y-4x 3 


dz 


4x-4y 


j4y-4x 3 - 0 
[4x-4y = 0 

Da segunda equagao temos: 
x-y = 0 

x = y 

Usando o resultado obtido na primeira equagao vem: 
4x - 4x 3 = 0 

4x 3 -4x = 0 
x 3 - x = 0 
x(x 2 — 1 ) = 0 
x = 0 
x 2 =1 
X = ±1 

Temos assim os pontos: (0,0), (1,1), (-1,-1). 

Temos que: 
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H(x,y) = X ^ = 48x 2 -16 
4-4 

//(0,0) = -16 < 0 

ff(l,l) = 48-16 > 0 

^(-l,-l) = -12<0 

OX 

/f (-1,-1) = 48-16 > 0 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (0,0) e um ponto de sela; (1,1) e um 
ponto de maximo e (-1,-1) e um ponto de maximo. 


x 2 + y 2 + 4 

dz (x~ + y + 4)l — x(2x) x~ + y~ + 4 — 2x 
&“ (x 2 + y 2 +4f {x 2 +y 2 + 4 ) 

dz _{x 2 + y 2 +4)0-x.2y _ -2 xy 

Sy“ {x 2 + y 2 ytf ~ (x 2 + y 2 + 4) 

j-x 2 + y 2 +4 = 0 
j-2xy = 0 

Da segunda equagao obtemos: x = 0 ou y = 0. Aplicando este resultado na primeira 
equagao vem: 

X = 0=>;y 2 +4 = 0 

y 2 = -4 nao 3 
y = 0 => -x 2 +4 = 0 
x 2 - 4 = 0 
x 2 = 4.\x = ±2. 

Temos os pontos (2,0) e (-2,0) para analisar. 

Para a analise vamos precisar das derivadas de segunda ordem: 
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dz _ -x 2 + y 2 +4 
dx (x 2 + y 2 + 4) 2 

d 2 z ( x2 + y 2+ 4) -( _ 2x)-(-x 2 + y 2 +4^.2(x 2 + y 2 + 4).2x 

d* 2 (x 2 + y 2 + 4^ 

q 2 z (x 2 + y 2 + 4) ,2y -(-x 2 + y 2 + 4).2(x 2 + y 2 + 4).2y 

dyd X (x 2 + y 2 +4) 4 

dz _ -2 xy 

(x 2 + y 2 +4) 2 

d 2 z _ (x 2 + y 2 +4) Z .(-2x)-(-2xy).2(x 2 + y 2 +4)2y 

(x 2 + y 2 +4) 4 

Assim, 

H(x,y) = 

(x 2 + y 2 +4) Z .(-2x)-(-x 2 + y 2 +4][2(x 2 + y 2 +4^2x (x 2 + y 2 +4) 2 .2y-(-x 2 + y 2 +4]i2(x 2 + y 2 +4^2 y 

(x 2 + y 2 + 4) 4 (x 2 + y 2 + 4) 4 

(x 2 + y 2 +4) 2 .2y-(-x 2 + y 2 +4)2(x 2 + y 2 +4)2y (x 2 + y 2 + 4) 2 .(-2x)-(-2xy).2(x 2 + y 2 +4]i2y 

^ " (x 2 + y 2 +4) 4 (x 2 + y 2 +4) 4 


Temos que: 



r) 2 7 

H( 2,0)>0 e — y<0 

dx 


H(- 2,0)= 16 >0 

0 — 

16 

H(-2,0) e ~7 (- 2,0) > 0 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (2,0) e ponto de maximo e (-2,0) e ponto 
de mfnimo- 
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32. z = ycosx 


dz_ 

dx 

dz 

dy 


— = -ysenx 
dx 


= cos x 


- ysenx = 0 => y = 0 ou senx = 0 

cosx = 0 => x = (in + l)— ;n e Z 

2 

Assim, temos os pontos: (in + 1)— , 0 

v 2 J 

Temos que: 

H(x, j) = | | = -sen~x 


com neZ. 


)- 

- y cos x 

- senx 

)- 

- senx 

0 


H 


f. ^ 

(2n + l)— ,0 

V 2 . 


= -l<0 


Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que os pontos (in + 1)— ,0 

V 2 J 

sao pontos de sela 


com we Z , 


33. z = ^y 3 +4xy-9y-x 


2 


dz 

dx 


4y-lx 


dz 


-3y 2 +4x-9 
3 


(4y-lx = 0 

|y 2 +4x-9 = 0 

Da primeira equagao temos que 

4y = lx 


lx x 



Substituindo este valor encontrado na segunda equagao temos: 
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— + 4x - 9 = 0 
4 

x 2 + 16x-36 = 0 


x = 2 x = - 1 8 


Dessa forma temos os pontos crfticos: (2,1) 
Temos que: 


H(x,y) 


-2 4 
4 2y 


-Ay -16 


(-18,-9) 


H(2,\) = -4 - 16 = -20 < 0 
H (-18,-9) = ^l.(-9)-16 = 36-16 = 20 >0 


§(-18,-9) = -2 <0 

Dessa forma usando a Proposigao 5.6.1 temos que (2,1) e ponto de sela e (-18,-9) e um 
ponto de maximo. 


X+ y 

dz _ (x+y).0-y.l _ -y 
dx {x + yf ( JC + 3 7 ) 2 
5z_(x+y)l-y.l_x + y- y_ x 
8y {x+y) 2 (x+y) 2 (x+y) 2 

Nao existem pontos crfticos no dommio da fungao. 


Nos exercicios de 35 a 43 determinar os valores maximo e mmimo da fungao dada, na 
regiao indicada. 

Vamos aplicar o Teorema de Weierstrass (segao 5.7) nos exercicios de 35 a 43. 

35. /(x, y) = x + 2y no retangulo de vertice (1,-2), (1,2), (-1,2), (-1,-2). 

Neste caso nao temos pontos crfticos no interior do retangulo dado (ver Figura que segue), 
pois, 

£=i 

dx 

— = 2 

dy 
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Q 



B 


l- 


JC 

-2 

-l- 


2 * 

D 



A 


Dessa forma vamos analisar a fronteira. 
AB — ^ a = 1 


f(l,y) = l + 2y , -2<y <2 
Nao tem pontos crfticos. 

/ (l, -2) = 1 + 2(-2) = 1 - 4 = -3 (min) 

/ (1,2) = 1 + 2.2 = 5 (max) 

BC->y = 2 ; -1<x<1 

f(x, 2) = x + 4 

Nao tem pontos crfticos. 

/(-l,2) = -l + 4 = 3(min) 

/ (l, 2) = 1 + 4 = 5 (max) 


CD — » x = -1 

f(-l,y) = -l + 2y ; -2<y<2 
Nao tem pontos crfticos. 

/(-l,-2) = -l + 2(-2) = -5(min) 
/ (-1, 2) = -1 + 2.2 = 3 [max) 

DA — y y — — 2 

f [x,- 2) = x + 2(-2) = x-4 
Nao tem pontos crfticos. 

/ ( 1, -2) = 1 - 4 = -3 [max) 
f[ l,2) = -l-4 = -5 


Dessa forma temos que: 

• (-1,-2) e ponto de mfnimo e o valor mfnimo e -5; 
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• (1,2 )e ponto de maximo e o valor maximo e igual a 5. 


36. f(x, y ) = t]x 2 + y 2 +] no cfrculo x 2 + y 2 < 1 
A figura que segue mostra o dommio em analise. 



£ = !(*’+,’+ lf.2x 

dz 2 V ’ 

& 1 (x 2 + y 2 +ip-2y 


=H' 

dy 2 V 


y 


+ + 1 


= 0 


= o 


Resolvendo o sistema obtemos o ponto (0,0) no interior do dominio. 

/( 0 , 0 ) = 1 . 

Para a fronteira temos todos os pontos tais que x 2 + y 2 = 1 . Para esses pontos vamos 

sempre obter a imagem da fungao igual a f(x, v) = -Jx 2 + y 2 + 1 = Vl + 1 = 42. 

Dessa forma: 

• (0,0) e ponto de mmimo da fungao e o valor mmimo e igual 1 ; 

• Todos os pontos da fronteira, pares (x,y) tais x 2 + v 2 = 1 sao pontos de maximo e o 

valor maximo e igual a 42 . 


37. z = x 2 + y 2 -2x-2y no triangulo de vertices (0,0), (3,0), (0,3). 
A Figura que segue mostra o dommio em analise. 
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dx 


dz 

dy 


2y -2 


2x -2 = 0 x = 1 


[2_y -2 = 0 v = 1 
No interior temos o ponto (1,1) 


H(x, y) 


2 0 
0 2 


= 4 > 0 


0(uM>o 

Pela proposi§ao 5.6.1 temos que (1,1) e um ponto de mlnimo. 
Vamos agora analisar a fronteira do dommio. 

AB — > x+ y = 3 .'. y = 3 — x;0 <x<3 

z = x 2 +(3-x) 2 -2x-2(3-x) 

— x +9 — 6x+x — 2x — 6 + 2x 


= 2x 2 - 6x + 3 


z ' = 4x - 6 .’. 4x - 6 = 0 
Ax = 6 


3 

x = — . 

2 

Temos assim o ponto (3/2, 3/2) para ser analisado, sendo que em x=3/2 vamos ter um ponto 
de mlnimo. 


BC — > x = 0; 0 < y < 3 
z = y 2 -2y 
z'=2y-2:.y = l 

Temos assim, o ponto (0,1) para ser analisado, sendo que vamos ter um ponto de mlnimo. 
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CA — »y = 0;0<x<3 
z = x 2 — 2x 
z' = 2x-2;x = 1 

Temos o ponto (1,0) para ser analisado sendo que em x=l temos um ponto de minimo. 
O quadro que segue ajudara na definigao dos valores maximo e mmimo. 


PONTOS 

LOCALIZAQAO 

IMAGEM DO PONTO 

(1,1) 

Interior do triangulo 

-2 (mmimo) 

(0,3) 

Fronteira 

3 (maximo) 

(3,0) 

Fronteira 

3 (maximo) 

(3/2, 3/2) 

Fronteira 

-3/2 (mmimo) 

(0,1) 

Fronteira 

-1 (mmimo) 

(0,0) 

Fronteira 

0 (mmimo) 

(3,0) 

Fronteira 

3 (maximo) 


Portanto o valor mmimo da fungao do dommio dado e igual a -2 e o valor maximo e igual a 
3. 


38. z = serve + seny + sen(x, + y) 0 <x<n e 0 < y < n . 

A Figura que segue mostra o dommio a ser considerado. 

T-v 


71' 


n 12- 


H— 

71 /2 


X 


d z / x 

— = cos x + cos(x + y) 
dx 

dz / \ 

— = cos y + cos(x + y) 

By 


[ cos x + cos(x + y) = 0 
[cos y + cos(x + y) = 0 

Subtraindo as equagoes termo a termo temos 
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cos x - cos y = 0 

cos x = cos y x = y, ja que 0<x<;r,0<y<;r 
Substituindo este valor na primeira equagao vamos ter: 


cos x + cos 2x = 0 
(2cos 2 x-l)+cosx = 0 
2cos 2 x + cosx-l = 0 

-i±vr+8 -i±3 

cos x = = 

4 4 

2 1 
cos x = — = — 

4 2 

e 

cosx = -1. 

Considerando-se que sen 2 x + cos 2 x = 1 , e aplicando os valores encontrados, podemos 
escrever que: 
sen 2 x = 1-1 = 0 

2 1 1 3 
4 4 

n ^ 

senx = 0 e senx = — 

2 

sen2x = Isenx cosx 


senlx = 2.0 = 0 


senlx = 2. 


V3 1 

~~ 2 _ " 2 


Assim, temos: 
z = 0 


s 

2 


_S_ S_ S _3V3 

Z ~~2 2 2 ~~2 

O valor mfnimo e zero e o valor maximo e 


3a/3 

2 


Observa§ao. Para a fronteira deve-se proceder como no exercfcio anterior. 


39. z = xy no cfrculo x 2 + y 2 < 1 . 

A figura que segue mostra o dommio em analise. 
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H(x, y) = 


)_ 

0 

1 

)- 

1 

0 


= -l<0 


Assim, o ponto (0,0) e um ponto de sela. 
Para x 2 + y 2 =1 temos: 

z = 4L^y*.y 
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■y 


y 




=o 


y 


l-y 2 -y 2 =0 

1 - 2/ =0 
2/=l 


y‘ 


= -/.y = ±J- 




y 


x “V l 4“ ± V5 

Resumindo temos: 

/( 0,0) = 0 - ponto de sela 


1 1 


2 

-\ 


II 1 


1 

2 

1 

~2 

1 

"2 


valores maximo. 


valores mmimo. 


Portanto, o valor maximo e — e o valor mmimo e - — 

2 2 


40. z = xy — 2<x<2e— 2<y<2 
A figura que segue mostra o domrnio em analise. 
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c 



B 


1- 


X 

- 

> -l 

i 


D 

-l- 





A 


No interior ja foi analisado no exercfcio anterior. 

/A H — ^ x — 2 

z = 2y 

z' = 2 

f (2, -2) = -4 — » valor mmimo 
/ (2, 2) = 4 — > valor maximo 
Similarmente: 

/ (-2, 2) = -4 — » valor mmimo 

/ (-2, -2) = 4 — » valor maximo 

Portanto, o valor maximo e 4 e o valor mmimo e -4. 


41. f(x,y) = 2 + x + 3y x>0 y> 0 x+y<l 
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A fungao nao tem pontos crfticos no interior do domrnio. Na fronteira, tambem nao ha 
pontos crfticos. Por exemplo, no segmento que une os pontos (1,0) e (0,1), temos: 

x + y = l 

x = 1- y 
z = 2 + \-y + 3y 
z=3+2y 
z'= 2 

Basta, entao, verificar o valor de/nos pontos (0,0), (1,0) e (0,1). Temos: 

/(0,0) = 2-> minimo 

/( 1 , 0 ) =2 + 1 

/( 0,1) =2 + 3 = 5 — > maximo 

Portanto, o valor minimo e 2 e o valor maximo e 5. 


42. z = x 3 + y 3 - 3xy 0<x<3 — l<y<3 
A figura que segue mostra o domrnio em analise. 


3 - 

2 - 

1 - 

c 

B 


X 


i 2 : 


- 1 - 

D 

A 


1 

II 

o 


dx 




— = 3y 2 -3x = 0 

dy 

x 2 -y = 0 

y 2 -x = 0 .'. x = y 2 

y 4 -y = o 

y(/-i) = o 

j = 0^v = 0 
/=1 

y = i=>x = i 
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Pontos para analise (1,1) e (0,0). 
Analisando a fronteira temos: 
x = 3,-1 < y < 3 

z = 27 + y 3 -9 y 

z' = 3y 2 -9 

3/-9 = 0 

3y 2 =9 

y = ±'f3 

Pontos para analise: ( 3 , a/ 3 j . 

y = 3,0<x<3 
z = x 3 + 27 - 9x 

X = ±yf3 

Pontos para analise: (a/3,3) . 

x = 0,-l< y<3 

z = y 3 

z' = 3y 2 => y = 0 
Pontos para analise: (0,0) 
y = -1,0 < x < 3 
z = x 3 - l + (3x) 
z ' = 3x 2 + 3 
3x 2 = -3 

x 2 = -1 nao 3 valor es 
Vamos fazer o quadro resumo: 


PONTOS 

LOCALIZAQAO 

IMAGEM DO PONTO 

(0,0) 

Fronteira 

0 

(U) 

Interior 

-1 

(3,73) 

Fronteira 

27-6V3 

(V3,3) 

Fronteira 

21 - 6 S 

(0,-1) 

Fronteira 

-1 

(0,3) 

Fronteira 

27 

(3,-1) 

Fronteira 

35 

(3,3) 

Fronteira 

27 


Portanto o valor mmimo da fun?ao do dommio dado e igual a -1 e o valor maximo e igual a 
27. 
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43. z = y 3 — x 3 -3xy -1<x<1 — 2<y<2 

A figura que segue mostra o dommio em analise: 


c 


k y 

B 


1 - 


X 

-2 

T\ 

l. 

- 1 - 


2 

u 



A 


8x 

— = 3y 2 -3x = 0 
dy 

Resolvendo o sistema temos 
x 2 - y = 0 

\y 2 -x = 0 

Da primeira equagao temos y = -x 2 . Substituindo este resultado na segunda equa§ao 

obtemos: 

x 4 - x = 0 

x(x 3 - 1) = 0 
x = 0 

x 3 = 1 . . x = 1 

Temos assim os pontos (0,0) e (l,-l) para analisar. 

Analisando a fronteira vem: 
x = 1, -2 < y < 2 

z = y 3 -l-3y 
z' = 3y 2 -3 
3y 2 = 3 
y = ±l 

Assim, temos os pontos (1,1) e (1,-1). 
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y = 2,-1 < x < 1 
z = 8 - x 3 - 6x 
z ' = -3x 2 - 6 
3x 2 + 6 = 0 
3x 2 = -6 

Neste caso nao temos pontos para analisar. 

x = -1,-2 < y < 1 
z = y 3 +l + 3y 
z' = 3y 2 +3 
3y 2 = -3 

Nao existem pontos para analisar. 

y = - 2,-1 < x < 1 
z = -8 - x 3 + 6x 
-3x 2 +6 = 0 
3x 2 =6 
x 2 =2 
x = ±^2 

Os pontos ( a / 2 ,— 2 ) (- a / 2 , - 2 ) nao pertencem a regiao analisada. 

Estabelecendo o quadro resumo vem: 


PONTOS 

LOCALIZAQAO 

IMAGEM DO PONTO 

(0,0) 

Interior 

0 

(1,-1) 

Fronteira 

1 

(1,1) 

Fronteira 

-3 

(1,2) 

Fronteira 

1 

(-1,2) 

Fronteira 

15 

(-1,-2) 

Fronteira 

-13 

(1,-2) 

Fronteira 

-3 


Dessa forma temos que o valor maximo e 15 e o valor mmimo e -13. 


44. Dada a funijao z = ax 2 +by 2 + c, analisar os pontos criticos, considerando que: 

a) a > 0 e b > 0 

b) a <0 e b < 0 

c) a e b tem sinais diferentes. 
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a) Temos um paraboloide virado para cima, com vertice em (0,0,c). Portanto, (0,0) e 
ponto de mmimo; 

b) Temos um paraboloide virado para baixo, com vertice em (0,0,c). Portanto, (0,0) e 
ponto de maximo; 

d) Neste caso temos que (0,0) e ponto de sela. 


45. Um disco tern a forma do circulo x 2 + y 2 < 1. Supondo que a temperatura nos pontos 
do disco e dada por T(x, v) = x 2 - x + 2 y 2 , determinar os pontos mais quentes e 
mais frios do disco. 

T(x,y ) = x 2 - x + 2 y 2 

— = 2x-l 
dx 


dT_ 

dy 


= 4y 


Resolvendo o sistema: 
j2x-l = 0 
[4y = 0 


obtemos o ponto 


A 


? 0 

\2 J 


na regiao interior do disco. 


Analisando a fronteira temos: 

T(x, y) = x 2 -x + 2(1 -x 2 ) = -x 2 - x + 2 
T = -2x-l 
-2x -1 = 0 
x = -1/2 

\f3 


y 


=+- 


Assim temos os pontos 


II+4T 

V 2 '" 


Verificando as imagens dos pontos dados temos: 
T(l/2,0) = -l/4 


z! +2H 


v 


= 9/4. 


J 
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Os pontos mais quentes do disco sao 


f-1 


fl ^ 

— ,±— 

e o ponto mais frio e 


2 2 , 

v J 

12 J 


46. A distribui§ao de temperatura na chapa circular x 2 +y 2 < 1 e 

T(x, y) = x 2 + y 2 - 2x + 5y - 1 0. Achar as temperaturas maxima e minima da chapa. 

Temos: 

— = 2x-2 
dx 

dT „ r 

— = 2y + 5 
8y 

Resolvendo o sistema 
j 2x-2 = 0 
[2y + 5 = 0 

obtemos o ponto (l,-5/2), que esta fora do dommio. 

Na fronteira, usando y = \fl-x 2 , temos 

T = x 2 + y 2 - 2x + 5a/1-* 2 -10 

= -9 - 2x + 5 'Jl-x 2 
e 

5x 


T' = - 2 




Fazendo -2- 


5x 




= 0 , obtemos o ponto 


_J2 5_ 

V x/29’>/29y 


Observe que x = -j — nao satisfaz a equagao T ' = 0 . 


Ainda, na fronteira, usando y = -\/l -x J , temos 

T = x 2 + y 2 -2x-5*J\-x 2 -10 

= — 9 — 2jc - 5>/l — jc 2 
5x 


r =- 2+ 




Fazendo T ' = 0 , obtemos o ponto 


V29’ x/29 
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Analisando as imagens dos pontos vem: 

= -9 + 

= -9- 

Portanto, a temperatura maxima da chapa e -9 + a/ 29 e a temperatura minima e 
-9 -a/29 . 





a/29 ' 729 


47. Achar as dimensoes de uma caixa com base retangular, sem tampa, de volume 
maximo, com area lateral igual a 5 cm 2 . 

O problema pode ser modelado por 
[max abc 

[s.a. ab + 2 be + 2 ac = 5. 


Usando a I'uncao lagrangeana temos: 
L = abc - a(ab + 2 be + 2 ac - 5) 
dL 

— = bc-ab- 2c a = 0 
da 

dL o n 

— = ac-aa- 2c a = (J 

db 

dL 

— = ab- 2 ab - 2 aa = 0 
dc 


dL_ 

da 


= -ab - 2 be - 2 ac + 5 = 0 


Resolvendo o sistema vamos obter as dimensoes da caixa iguais a -\l~ 


IJ a /5 
V 3 ’ 2 a /3 ' 


48. Entre todos os triangulos de perfmetro igual a 10 cm, achar o que tern maior area. 
Supondo o triangulo de lados a,b ec, a situa?ao dada pode ser modelada por: 

[max s(s - a)(s - b)(s - c) 

[s.a. a + b + c = 10 

sendo que s e o semiperfmetro. 

A fun9ao lagrangeana fica: 
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L = 5(5 - a){ 5 - b)( 5 -c) + a(a + b + c - 10) 

o j 

— = -5(5-b)(5-c) + a = 0 
da 

r)T 

— = -5(5-a)(5-c) + a=0 
db 

o j 

— = -5(5-a){5-b) + a = 0 
dc 

dL 

— — a -\- b -\- c — 10 — 0 
da 

Resolvendo vamos obter todos os valores das dimensoes iguais a “ cm - Dessa forma 
estamos diante de um triangulo equilatero. 


49. Achar o ponto da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 mais proximo do ponto (3, 3, 3) . 
A situagao dada pode ser modelada por: 

min V(*-3) 2 +(;y-3) 2 +(z-3) 2 
s.a. x 2 + y 2 + z = 4 


A fungao lagrangeana fica: 

L = -^/(x — 3) 2 +(y — 3) 2 + (z — 3) 2 + a(x 2 + y 2 +z 2 ~ 4) 

df 1 

— = - ((x - 3) 2 +(y- 3) 2 + (z - 3 ) 2 r 1/2 2(x -3) + 2ax = 0 
dx 2 

~ = ~(( x ~3) 2 +(y-3) 2 + (z - 3) 2 )~ 1/2 2(y - 3) + 2ay = 0 

oy 2 

f 1 = | ((x - 3) 2 + (y - 3) 2 + (z ~ 3) 2 )~ 1/2 2(z - 3) + 2az = 0 

0z 2 

dL 


= x z +y 2 +z 2 - 4 = 0. 


0a 


Resolvendo o sistema vamos obter o ponto 


iS iS iS 


\ 


J 


50. Em uma empresa que produz dois diferentes produtos, temos as fungoes de demanda 

a = 40 - 2Pj - P 2 
Q 2 = 35-/>-P 2 

onde a > i = 1, 2 , representa o nfvel de produgao do i-esimo produto por unidade de 
tempo e P t , / = 1, 2, os respectivos pregos. A fungao custo e dada por 

C = Q 2 +Q 2 +10 
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e a fungao receita e dada por 

R = PiQi + P 2 Q 2 - 

a) Sabendo-se que 

lucro = receita - custo 

encontrar a fungao lucro. 

A fungao Lucro e dada por L = P X Q X + P 2 Q 2 - Q? - Q 2 - 10 . 


b) Achar os niveis de produgao que maximizam o lucro. 

Temos: 

L = P l Q l +P 2 Q 2 -Qf-Q 2 2 -lO 

= P x (40 - 2P X -P 2 ) + P 2 (35 - P 1 —P 2 ) — (40 - 2P { -P 2 ) 2 -(35-/* -P 2 ) 2 -10 
= -IP 2 -8 P X P 2 +270L; -3P 2 + 185P 2 -2835 
Derivando vem: 


dL 
dP x 
dL 
81 3 


= -14^-8^+270 
= - 8 ^- 6 ^ 2+185 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtemos (P l ,P 2 ) 
ponto de maximo. 

Assim, os mveis de produgao que maximizam o lucro sao: 
a =40-2/; -/> 2 A 

Qi =35-/; -p 2 = y. 


43 ^ 

KJ 


que e um 


c) Qual e o lucro maximo? 

Quando aplicamos esses valores na fungao lucro vamos obter o lucro maximo que e igual a 
98,75 . 


51. Determinar o ponto P(x,y,z ) do piano x + 3 v + 2z = 6, cuja distancia a origem seja 
minima. 

A situagao dada pode ser modelada por: 

• / 2 2 2 

min yjx + y + z 

s.a. x + 3_y + 2z = 6 
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Usando a fun?ao lagrangeana vem: 

L = -J~x + v + ~z — a(x + 3 y + 2 z — 6) . 

Derivando vamos ter 
dL If 2 2 

— = —[x 2 + y 2 + z 2 ) 2 x-a 

dx2 y ’ 

3L 1 f 2 2 2 V 1 ^ n 

— = —[x+y+zj 2y-3a 

dy 2 V ’ 

dL If 2 2 2\~ l/2 r* 

— = —(x 2 + y 2 +z 2 ) 2z~2a 

dz 2 V ’ 

— = -(x + 3y + 2z-6 ) 
da 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos obter o ponto 


r 3 9 6^ 

"Z" ’ "Z" ’ "Z" 

\J V 7 


52. Determinar tres numeros positivos cujo produto seja 100 e cuja soma seja minima. 
Podemos modelar essa situa?ao como: 
f min x + y + z 
[i'.a. xyz = 100 
A fungao lagrangeana fica 
L = x + y + z — a(xyz — 100) 

Derivando vem: 


dL i 

— = 1 - ayz 
dx 

dL 

— = 1 - axz 
dy 


dL 

dz 


= 1-axy 


dl 

— = -(xyz-100) 

da 

Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos obter os valores 

x = \fl00, y = Vl00, z = Vl00 . 


53. Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 64 cm 3 de volume. 
Se o material da parte lateral custa a metade do material a ser usado para a tampa e 
para o fundo da caixa, determinar as dimensoes da caixa que minimizam o custo. 

Supondo a caixa com dimensoes da base igual a e b e altura c. Supondo tambem que o custo 
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da tampa e fundo e igual a x, vamos ter que a situagao pode ser modelada por: 


min x2ab +—(2ac + 2bc ) 
s.a abc = 64 


ou 


[ min 2 abx + acx + bcx 
I s.a abc = 64 


A fungao lagrangeana e dada por: 

L = 2 abx + acx + bcx - a(abc - 64) 
Calculando as derivadas, vem: 


— = 2 bx + cx- a(bc) 
da 


dL 

db 

dL 

dc 


= lax + cx - a(ac) 
= ax + bx-a(ab ) 


dL 

— = lab + ac + (be) 

dx 

SL , 

— = 64 - abc 

da 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos as dimensoes da caixa como: 
a - \fy2,b - \fy2,c - 2^32 . 


54. Determine, pelo metodo dos mfnimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dados: 
a) (1,2); (0,0) e (2,3). 

Para estruturar o sistema de equagao que nos da a solugao vamos calcular: 

Xx, 2 =1 2 +0 2 +2 2 =5 

k = 1 

= l + 0 + 2 = 3 

k = 1 


Y,x k y k =1.2 + 0.0 + 2.3 = 8 

k = 1 

2A =2 + 0+3 = 5. 

k = 1 

Temos, entao, o sistema 

j5a + 3b = 8 
\ 3a + 3b = 5. 

Resolvendo esse sistema, obtemos 
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Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados e a reta 

3 1 

y = — x + — . 

2 6 

A Figura que segue ilustra o resultado. 



b) (0,1); (1,2); (2,3) e (2,4). 

Para estruturar o sistema de equagao que nos da a solugao vamos calcular: 

£x 2 =0 2 +1 2 +2 2 + 2 2 =9 

k = 1 

Y j x k = 0 + l + 2 + 2=5 

k = 1 

J^x.y, =0.1 + 1.2 + 2.3 + 2.4 = 16 

k = 1 

£^=1 + 2 + 3 + 4 = 10. 

k=l 

Temos, entao, o sistema 

j9a + 5b = 16 
[5a + 4(7 = 10. 

Resolvendo esse sistema, obtemos 

14 , 10 

a = — e b = — . 

11 11 

Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de pontos dados e a reta 

14 10 

y = — x-\ . 

11 11 

A Figura ilustra esse exemplo. 
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55. Determinar as dimensoes do paralelepfpedo de maior volume que pode ser inscrito no 
tetraedro formado pelos pianos coordenados e pelo piano x + ^y + ^z = l. 

A situagao pode ser modelada por: 
max xyz 

1 1 , 

s.a. x + -y + — z = l. 

3 2 

Escrevendo a fungao lagrangeana e derivando, temos: 

r , 1 1 „ 

L = xyz - a(x + - y + — z - 1) 

dL 

— - = yz-a 
ox 

dL „ 
dy 

dL 
dz 
dL_ 
da 


= xy-a/2 
= l — x—y/3 — z/2 


1 2 

Resolvendo o sistema vamos encontrar - , 1 , — para as dimensoes do paralelepfpedo. 


56. Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepfpedo para estocar 270 m 3 de 
combustfvel, gastando a menor quantidade de material em sua construgao. Supondo 
que todas as paredes serao feitas com o mesmo material e terao a mesma espessura, 
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determinar as dimensoes do tanque. 
A situagao pode ser modelada por: 
f min 2 ab + 2 ac + 2 be 
[^.a. abc = 270 


Escrevendo a fungao lagrangeana e derivando, temos: 
L = 2 ab + lac + 2 be - a (abc - 270) 


dL 

da 

dL 

db 

dL 

dc 

dL 

da 


2b + 2c- abc 
2a + 2c- aac 
2a + 2b- aab 
270 -abc 


Resolvendo o sistema vamos encontrar 3^10,3^10,3^10 para as dimensoes do 
paralelepipedo. 


Nos exercicios 57 a 61, determinar os pontos de maximo e/ou minimo da fungao dada, 
sujeita as restrigoes indicadas: 

57. z = 4-2x-3y ; x 2 + y 2 = 1 

Vamos definir a fungao lagrangeana 

L = 4 — 2x — 3y — a(x 2 + y 2 - 1 ). 

Calculando as derivadas temos: 


dL 

dx 

dL 

dy 

dL_ 

da 


-2 -lax 
-3 -lay 
l-x 2 -y 2 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos: 
( | que e ponto de minimo e ( ■ que e ponto de maximo. 


7l3’Vl3 


7l3’Vl3 


Observe que o metodo de Lagrange nao permite classificar os pontos. Isso foi feito atraves 
de uma visualizagao geometrica. 
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58. z = 2x + y; x 2 +y 2 = 4 

Vamos definir a fungao lagrangeana 
L = 2x + y — a(x 2 + y 2 - 4) . 
Calculando as derivadas temos: 


- = 2-2ax 
dx 

— = 1-2 ay 
dy 

dL 2 2 

— =4-x-y 

da 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar dois pontos: 
r -4 - 2 ^ , . , , . ( 4 2 A 


V5 ’ V5 


que e ponto de mmimo e 


a/5’V5 


que e ponto de maximo. 


Veja observagao no final do exercfcio anterior. 


59. z = x 2 + y 2 ; x + y = 1 

Vamos definir a fungao lagrangeana 
L = x 2 +y 2 —a(x+ y - 1) . 
Calculando as derivadas temos: 


dL „ 

— = 2 x — a 

dx 


= 2 y-a 


dL 

dy 

dL 

— = 1 — x — y 

da 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um unico ponto 

f i n 

— . Observando que estamos diante de um paraboloide virado para cima, temos que este ponto 
2 2 J 

e um ponto de nunimo. 


60. z = xy ; 2x 2 + y 2 -16 

Vamos definir a funqao lagrangeana 
L = xy — a(2x 2 +y 2 —16). 
Calculando as derivadas temos: 
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dL 

— = y - 4 ocx 

dx 

dL o 

— = x- 2ay 

dy 
dL 


da 


= 16 - x 2 - y 2 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar quatro pontos para 
serem analisados. Basta lembrar-se da geometria do grafico da fungao (fungao com um 
ponto de sela), e conferindo as imagens dos pontos podemos dizer que (2,2 V2) e (-2,-272) 
sao pontos de maximo e (2.-272 ) e (- 2.272 ) sao pontos de mfnimo. 


61. f(x,y,z) = x 2 + y 2 +z 2 ; x + y + z = 9 

Vamos definir a fungao lagrangeana 
L = x 2 + y 2 + z 2 — a(x + y + z — 9) . 
Calculando as derivadas temos: 


d L „ 

— = 2 x — a 

dx 

dL 

— = 2 y-a 
dy 


dL 

dz 

dL 

da 


= 2 z~a 


= 9- 


■y~z 


Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar um unico ponto: 
(3,3,3). Analisando geometricamente o problema conclmmos que o mesmo e ponto de 


mimmo. 


62. Determinar o ponto do piano 3x + 2y + 4z = 1 2 para o qual a fungao 

f(x, y,z)-x 2 +4y 2 + 5z 2 

tenha um valor mfnimo. 

A situagao pode ser modelada por: 

Jmin x 2 +4y 2 +5z 2 
\s.a. 3x + 2y + 4z - 12 = 0 

Escrevendo a fungao lagrangeana e derivando, temos: 
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L = x 2 +4 y 2 +5 z 2 -or(3x + 2y + 4z-12) 

- = 2x-3a 
dx 

dL 0 „ 

— =%y-2a 

dy 

— = 10z-4« 
dz 

dl 

— = -(3x + 2y + 4z-12) 

da 

Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto 
mmimo. 


'30 5_ 
.H’ll’ll, 


63. A reta t 6 dada pela interse 5 ao dos pianos x + y + z = 
Determinar o ponto de t cuja distancia ate a origem seja minima. 
A situagao pode ser modelada por: 


l 


2 2 2 

x +y +Z 


min 

s.a. x-\-y + z = 1 ou<! 
2x + 3y + z = 6 


min x 2 + y 2 + z 2 
s.a. x + y + z = 1 
2x + 3y + z = 6 


Escrevendo a fungao lagrangeana e derivando, temos: 

L = x 2 + y 2 + z 2 - a(x + y + z - 1) - J3( 2x + 3y + z - 6) 
dL 

— = 2x- a - 2B 

dx 

^r = 2y-a-3p 
dy 

dL o a 

— = 2 z-a- B 

dz 

dL 

— =1 -x-y-z 
da 

dL 


dp 


= 6 - 2x — 3 y — z 


Igualando a zero e resolvendo o sistema obtemos o ponto 


l 7 -5 

T" 5 ~ ? “ 

3 3 3 


, que e um ponto de 


e 2x + 3y + z = 6. 
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64. Determinar a distancia minima entre o ponto (0, 1) e a curva x 2 = 4y. 
A situagao pode ser modelada por: 

min J(x-O) 2 + (y-l) 2 [min x 2 +(y-l) 2 
< ou < 

s.a. x 2 = 4 y [s.a. x 2 = 4 y 


Derivando a fungao lagrangeana temos: 

L = x 2 + (y- 1) 2 -a(x 2 -4 y) 

— = 2x- 2 ooc 

dx 

^ = 2{y-\) + 4a 

& y 

SL A 2 

— =4y-x 

da 

Igualando a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (0,0). Dessa forma a 
distancia minima e ^J(x-O) 2 +(y-l) 2 = yf( 0-0) 2 +(0-l) 2 = 1 . 


65. Achar os valores extremos de z = 2xy sujeitos a condigao x+y = 2. 
Vamos definir fungao lagrangeana 
L = 2 xy - a(x + y — 2) . 

Calculando as derivadas temos: 


8L 

dx 


= 2 y-a 


dL 

dy 


2 x-a 



da 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema vamos encontrar o ponto (l,l) que e 
ponto de maximo. 


66. Determinar o ponto do piano x + y- z = l cuja distancia ao ponto (1, 1, 1) seja minima. 

Como o ponto (1,1,1) pertence ao piano dado, a distancia minima e zero e portanto o ponto 
do piano e (1,1,1). 
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67. Mostrar que o paralelepfpedo retangulo de maior volume que pode ser colocado dentro 
de uma esfera tem a forma de um cubo. 

Vamos considerar que o paralelepfpedo tem dimensoes a, b e c. A esfera tem raio r. 

A unica hipotese para termos um paralelepfpedo de maior volume inserido na esfera de raio 
r e que a sua diagonal ( vr/ 2 +/r +c 2 ) tenha a medida do diametro, ou seja, 2r. 

Dessa forma podemos modelar um problema de maximizagao como segue: 

[max abc 

js.a. a 2 +b 2 +c 2 = 4r 2 

Escrevendo a fungao lagrangeana e derivando, temos: 

L = abc - a(4r 2 - a 2 -b 2 -c 2 ) 

dL , „ 

— = be + 2 aa 

da 

dL u 

— = ac + 2 ab 

db 

— = ab + lac 

dc 

^L = -Ur 2 -a 2 -b 2 -c 2 ) 

Da V ’ 

Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema obtido vamos obter que 
a = b = c , o que caracteriza que o paralelepfpedo e um cubo. 


68. Calcular as dimensoes de um retangulo de area maxima inscrito numa semi- 
circunferencia de raio 2. 

Ao inscrever um retangulo, de dimensoes a e b, de area maxima, na 

: 2 

semicircunferencia de raio 2, fica estabelecida uma relagao tal que 2 2 = b 2 + — . 

Dessa forma a modelagem da situagao fica: 
max ab 
< \ 

s.a. —a 2 +b 2 = 4 
l 4 

Escrevendo a fungao lagrangeana e derivando, temos: 
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L = ab-a(4-b 2 


dL 

da 

8L 

db 

dL 

da 


= b + aa / 2 
= a + lab 



4 



Igualando as derivadas a zero e resolvendo o sistema, obtemos a = 2b e b = Jl , 
caracterizando as dimensoes do retangulo (2V2, V2 ). 
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CAPI TULO 6 
6.2 - EXERCf CIOS 
pag. 197 - 198 


Nos exercicios de 1 a 9 representar graficamente os seguintes campos vetoriais. 



2. f(x,y,z) = xi +yj + zk 

z 
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3 - f(x,y) = -yi + xj 



4 - f(x,y) = 2i 
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5 - f(x,y) = 2i+j 




262 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 197 - 198. 


7- f(x,y) 



\ 

) 



8. Suponha que a temperatura em um ponto (x, y,z) do espago e dada por 
x 2 +y 2 + z 2 ■ Uma partfcula P se move de modo que no tempo t a sua posigao e 
dada por ( t,t 2 ,t 3 ). 

a) Identificar a fungao escalar que nos da a temperatura num ponto qualquer do 
espago. 

f(x, y,z) = x 2 +y 2 +z 2 

b) Identificar a fungao vetorial que descrevera o movimento da partfcula P. 
r(t) = ti +t 2 j +t 3 k 


c) Determinar a temperatura no ponto ocupado pela partfcula em t = ^ . 


Para t = temos o ponto P = 


"l 1 O 


/ 


1 O 

v 2’4’8 y 


1. 

v2y 


+ 


1 

v4y 


+ 


V 

1 

v8y 


2 4 8 


. Assim, 


1 1 1 16 + 4 + 1 21 . 

= — l 1 = = — um. temp . 

4 16 64 64 64 
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— — y 

9. O campo vetorial / = — i + — j aproxima o campo de velocidade da 

x +y x +y 

agua, que ocorre quando se puxa um tampao numa canalizagao. Representar 
graficamente este campo. 



10. Seja D um solido esferico de raio r. A temperatura em cada um de seus pontos e 
proporcional a distancia do ponto ate a superficie da esfera. 

a) Usando coordenadas cartesianas, determinar a fungao que define o campo de 
temperatura. 

r = /^(r-Vx 2 + / + z 2 ) 


b) Determinar as superficies isotermas do campo de temperatura em D, isto e 
determinar as superficies em que a temperatura e constante. 

Supondo que a temperatura e constante temos 


T = k j 

k[r-Jx 2 +y 2 

^X 2 +/+Z 2 : 


+ z 2 )=k i 

kr — k j 

k 

( kr-k^ \ 

l k 
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Assim temos uma superficie esferica de raio r — 1 , centrada na origem. 

k 


11. As fungoes a seguir definem campos vetoriais sobre 9? 2 . Determinar e fazer os 


graficos das curvas onde / 


e constante. 


a) / =xi + yj 


f =V * 2 + .y 2 


y[x* + y 2 = k 

x 2 +y 2 =k 2 

Temos uma famllia de circunferencias de raio k centrada na origem. A figura que segue 
mostra a representagao grafica, apresentando-se alguns membros da famflia de curvas. 



b) f = xi +4y] 
f = y [x 2 +16y 2 

yfx 2 +16 y 2 = k 
x 2 + 16 y 2 = k 2 



16 


Temos uma famflia de elipses centrada na origem. A figura que segue mostra a 
representagao grafica, apresentando-se alguns membros da famflia de curvas. 
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c) 7 = 2i +x] 


f 


= V4 


+ x 


yl4 + x 2 = k 
4 + x 2 =k 2 
x 2 =k 2 -4 


x = ^^k 2 ^-4 

Temos uma famflia de retas verticals. A figura que segue mostra a representa§ao grafica, 
apresentando-se alguns membros da famflia de curvas. 
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d) f = (x-2)i+(y-4)j 


f\ = ^(x-2f +{y-4f 
V(x-2) 2 + ( y -4 f = k 

(x-2f + (y-4) 2 =k 2 


Temos uma famflia de circunferencias centradas em (2,4). A figura que segue mostra a 
representagao grafica, apresentando-se alguns membros da famflia de curvas. 



12. Um tanque tem a forma de um paralelepfpedo retangulo cuja base tern dimensoes 
lm e 2m e cuja altura e 1,5m. O tanque esta cheio de uma substancia com densidade 
variavel. Em cada ponto, a densidade e proporcional a distancia do ponto ate a 
superficie superior do tanque. 

a) Determinar a fungao que define o campo de densidade. 
fix, y, z) = k{],5 - z ) 

b) Determinar as superficies em que a densidade e constante. 
k{ 1,5 - z) = a 


1,5 -z = b 
z = l,5-b 
z = c 

Pianos paralelos ao piano xy. Ou pianos paralelos a base do tanque. 
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13. A temperatura nos pontos de um soli do esferico e dada pelo quadrado da distancia 
do ponto ate o centro da esfera. Usando coordenadas cartesianas, determinar o 
campo temperatura. 

A distancia de um ponto ate o centro e dada por d 2 =x 2 + y 2 + z 2 . Assim a fungao que 
modela o campo de temperatura e t(x, y, z) = x 2 + y 2 +z 2 ■ 

14. Um campo minado tern a forma de um retangulo de lados a e b. O campo foi 

a 

dividido em pequenos retangulos de lados — e — , m e n inteiros e positivos. Os 

m n 

explosivos foram colocados nos vertices desses retangulos. Usando coordenadas 
cartesianas, descrever analiticamente este campo. 

/ \ | i a jb . . . , 

se (x,y) \x = — ey = — , i = j = \,...,n 

m n 

nos demais pontos. 

15. As fun§oes a seguir definem campos vetoriais em 91 2 . Determinar e fazer os 
graficos das curvas onde / tern diregao constante. 

a) f = xi +2 yj 

Devemos ter tgO = c , c constante, onde Bio angulo formado pelo eixo positivo dos 

^ ~F 

x e / . Assim, se / = , / 2 ) , devemos ter — = c . 



f(x,y) = 
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b) f = x 2 i + yj 
Temos, 

= c ou y = cx 2 , que e uma famflia de parabolas. 



c) / = xi +j 

Temos: — = c ou x = — ., que e uma famflia de retas verticals. 
x c 


H ► 


d) / =xi +y 2 j 

y 2 

Temos: — = c ou y = cx , que e uma famflia de parabolas. 

x 
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16.0 campo f(x,y)=yi -xj representa a velocidade de um volante em rota§ao 
rfgida em torno do eixo z. Descrever graficamente o campo. Qual o sentido do 
movimento de rota 5 ao? 

Segue a descrigao grafica do campo 



17. Um furacao se desloca na superficie terrestre, atingindo uma faixa retillnea de 20 
km de largura. Na zona central da faixa (2 km de largura) a velocidade do vento e 
de 200 km/h. Nos demais pontos e dada por v = 200 - 14x , onde xea distancia do 
ponto ate o centro da faixa. Esbogar o campo. 

A figura que segue apresenta um visual focado em um ponto. Mostrando apenas que os 
vetores velocidades diminuem na medida em que nos afastamos do centro da faixa. 
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X 

-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 * 


18. Seja P 0 um ponto fixo no espa§o e d(P, P 0 ) a distancia de um ponto qualquer P ate 
P 0 . Se P 0 tern coordenadas cartesianas (x 0 , >’ 0 , z 0 ) e P = P(x,y,z), descrever 
analiticamente este campo. 

f(x, y, z) = ^( x_x o) 2 +(y-> ; o) 2 +(^-^o) 2 ] 


19. Uma cidade x esta localizada a 1100m acima do nfvel do mar. O piano diretor da 
cidade preve a construgao de ediffcios, desde que eles nao ultrapassem a cota de 
1140m. O relevo da cidade e bastante irregular, tendo partes altas e baixas. 
Definimos um campo escalar em x, associando a cada ponto P, a altura maxima que 
podera ter um ediffcio ali localizado. Descrever analiticamente este campo. 

A altura maxima do ediffcio (A), e fungao da cota e e dada por A = 1 140— z , onde z e a 
cota da localizagao do ediffcio. 


20 . 

a) Escrever uma fungao vetorial em duas dimensoes que define um campo vetorial, 
cuja intensidade seja igual a 1. 

/ = a(xi +yj) 
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/ =1=> y[a*x^ +a 2 y 2 =1 


ajx* + y 2 =1 

1 

V* 2 + ~y 2 


a = 


Portanto, 

7 = 




i + 


y 


7777 


Observa-se que outras fungoes podem ser definidas. 

b) Escrever uma fungao vetorial em tres dimensoes que defina um campo radial, 
cuja intensidade seja igual a 1. 


/= 


7 


2 2 2 

x +y +z 


■ i + 


y 


i 


2 2 2 

x +y +z 


j + 


l 


2 2 2 

x +y +z 


c) Escrever uma fungao vetorial em duas dimensoes que defina um campo vetorial 
tangencial, cuja intensidade em cada ponto (x, _y) e igual a distancia deste ponto 
ate a origem. 

(xi + yj)-f( x >y) = ° 

\f(x,y^ = ^|x ^ ^y T 

x.a y - y .ax = 0 
f(x,y) = (ay,-ax) 

1 7 (*, y)\ = yja 2 y 2 +a 2 x l 
= \a\4? + y 2 

Dessa forma temos que \a\ = 1 . Assim 
f(x,y) = (y,-x) ou f(x,y) = (-y,x). 
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CAPI TULO 6 

6.6 - EXERCf CIOS 


pag. 212 -214 


1. Calcular, usando a definigao, a derivada direcional do campo escalar f(x,y 
ponto indicado e na diregao v = i + j 

a) f(x,y)=2x 2 +2y 2 em P(l,l) 


V _ (U) _ 

r i n 

V Vl + 1 

vVTVIy 


. Observe a Figura 



O A QRP e semelhante ao AMNP . Temos: 


PM =1 
PN = 

MN = 


1 

PQ = s 

1 

e PR = - s = 

VI 

Vi 

1 

— - s 

VI 

QR = —;= 
VI 


Assim as coordenadas do ponto Q sao 
Temos: 

sf ^ /(e)- /(f) 

ds s -» 0 s 


. s 

\ + —j=,\ + —j= 

VI VI 


no 
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/ 


: lim- 

s — >0 


= lim- 

s — >0 


1 + - /= 5 1 + — 

v V2 




i+ 


•J2 


s 

\ 2 ( 

+ 2 


1 + 


a/2, 


[ 2. 1 + 2 . 1 ] 


= lim- 

S'— >0 


' 2s s 2 ^ 
l + -^ + — 

4l 2 


: lim 

s — >0 


lim 

s— »() 


85 2 

-j= + 2s 

V 2 


f 


8 


A 


, — + 2 s 

vV2 j 


= ^ = 4V7. 

42 


b) f(x, y) = 2x + y em P(- 1,2) 

O vetor unitario na diregao de v e b 


V _ (U) _ 

f 1 1_] 

1 

+ 

1 

aa/2’V2 v 



Temos que: PR = —j= e Q 

a/2 


s 

4i 


-^-1 


,2 + 4= 
V 2. 


Assim, 


£ 

5s 


(P) 


= lim 

s->o 


f 


f s s ^ 

4=-i.2+4= 


V7 


V7 


S’ 


+(-1.2) 


. Observe a Figura 
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= lim - 

S — >0 


77 


+ 2 + 


77 


(2.(-l)+2) 


= lim 


^l-2 + 2 + ^-O 

77 77 




= lim 


3s 

4is 


j_ _ 3V2 
V2 _ 2 


c) f(x, y) = e x+y em P(0,l) 

O vetor unitario na diregao de v t b = ^- = 


V _ (u) _ 

fj_ — ) 

v Vl + 1 

v77’77 y 



Temos que Q 
Assim: 


^ s s ^ 

7T 77 


— (P) = lim- 

ds v • s - >0 


/ 


r s 

1 + 


■75’ -75 


-/(0.1) 


= lim 

>0 


e ^2 sl2 _g0+l 


. Observe a Figura 
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= lim 

£—>■0 


— 1 

e# -e 



V 2 


Nos exercicios de 2 a 6, calcular, usando a definigao, a derivada direcional no ponto e 
diregao indicados. 

2. f(x, y) = x 2 —y 2 , P(l,2) na diregao de v =2i +2 j 


O vetor unitario na diregao de v € b = — 

v 


( 2 . 2 ) 

J 4 + 4 


f— — 1 

V "\/2 V2 y 


Veja a figura que segue 



Temos o ponto Q dado por: 


Q 


1 + 


J- 2 + ^ 

V2 V2, 


Assim, 


d L 

ds 

ds 


(p) = lim 


/ 


^ s s ^ 

1 + — i =,2 + — 




V2’ V2 


-/(1.2) 


s->o 


a „ V r 

1+4= 


(p) = lim 


V 


V2 


■•A) + 


s->o 



276 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 212-214. 


df 


(p) = lim 

ds v 7 «-*> 

- 2s 

®(P)= lim 3^ 

ds s ^° s 

— (P) = lim^2 = -V2 . 

ds s ^° V2 


.2 s s 2 . As s 2 . 
l + -j= + 4 — = + 3 

V2 2 V2 2 


3. f(x,y,z) = xy + z , P( 2,1,0), na diregao do eixo positivo dos z. 

O vetor unitario na diregao dada e b =k . O ponto Q ficara 2(2,1, s) . Ver figura que segue. 

z 



os 


0 


/(2,l,.v)-/(2,l,0) 


= lim 

s->o 


2.1 + s- 




4. /(x, y) = 2x + 3;y , P(- 1,2) na diregao da reta y = 2x 


Um vetor na diregao dada e v = i +2 j . Mais especificamente temos que o vetor unitario e 

• 1 h k 2 ) f 1 2 ^ 

igual a b = } — = —/=,—/= 

Vl + 4 l V5 V5 
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O ponto Q e dado por Q 


C s 2s ^ 

Vs ’ Vs 


. Ver Figura que segue 



ds 


(p) = lim 


/ 


— -1 2 + — 

4i ' 4s 


■/(- 1 . 2 ) 


S^O 

' s ' r 


= lim- 

s-»o 


Vs 


+ 3 


2 + 


2s 

45 


■(2.(-l)+3.2) 


= lim 


2s 6s 

—r= — 2 + 6 H — -j= + 2 — 6 

v5 v5 


8s 



s 


8V5 

5 


5. f{x,y) = 2-x 2 -y 2 ,P(l,l), na dire§ao do vetor tangente utilitario a curva 
C : r{t ) = {t,t 2 )em P(l,l) . 


Para definirmos o vetor tangente unitario temos: 
r'(l) = (l,2. t) 

?'(!) = (U) 
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( 1 , 2 ) _ 

' 1 2 ^ 

4~5 ■ 

yS' Sj 


Dessa forma temos que 


Q 


1 + 



2A 

■J5 j 


. Ver figura que segue 



Portanto, 


d L 

ds 


(P) = lim 


/ 


. s . 2s 
1 + — 7= , 1 + — 7= 

V5 V5 


/(u) 


S->0 


2 - 


1 + 


V5 


f 


2s 

l + ~r 

V V 5 


-(2-1-1) 


= lim — 

5^0 s 

2-l-^-fl-l-ii-ifi-O -s>-*L 

=lim 2L_5 — — =lim S =ljm 

0 e S->0 e 5^0 


f 


V 


V5 


6V5 

5 


6. /(x, y, z) = 2x + 3y - z , , na diregao do eixo positivo dos y. 

O vetor unitario na diregao dada e b = j . 

Dessa forma temos Q = (l,l + s,-l) . Ver figura que segue. 
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Nos exercicios 7 a 17, calcular o gradiente do campo escalar dado. 

7. f(x,y,z) = xy + xz + yz 

grad f ={y + z)i + (x + z)j + (x + y)k . 

8. f(x,y,z) = x 2 +2y 2 +4z 2 
grad f = 2 xi + 4y j +8zk . 

9- f{x,y) = 3xy 2 -2y 
grad f = 3 y 3 i + (' 9xy 2 - 2 )] . 

10. f{x,y,z)=s[xyz 
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gradf =^(xyz) 2 .y Z i + ^(xyz) 2 .xz j +^{x,y,z) 2 .xyk 

. , r , y[xyz t , -Jxyz r 

grad f = — — 1 +— — J +— - — k . 

2x 2 y 2 z 


11. f(x,y,z)=z~y[x 2 + y 2 
grad f = — — (x 2 + y 2 ) 2 . 2 xi — — (x 2 + y 2 ) 2 . 2 y j +k 


grad f = — i====== I 

a /* +y 


a/* 2 +/ 


j + k ■ 


12. f{ x ,y) = e 2x2+y 
grad f = e 2x +;v Axi + e 2x +y j . 


13. f(x,y) = arctg 


xy 


, , y - X -r 

grad f = —1 +- —J 

1 + x y 1 + x y 


14- f{x,y) = 


2x 

x-y 


(x-y). 2-2x.l- (x- y).0-2x(-l) - 

grad f = - — — — -T i + - - — - j 


grad f = 


(*-y) 

—2y -r 2x 


(*-y) 


1 + ■ 


(*-y) (*-y)‘ 


j ■ 


15. f(x, y, z) = 2xy + yz 2 + In z 

grad f = 2yi + {lx + z 2 )j + \ 2 yz + — 

\ zj 


16. f(x,y,z) = 


x + y 
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-l 


grad f = - 


1 f x+ y V 1 


V z J 


. — l H 

z 2 


1 f x + y} 2 1 


V Z J 


■~J + 
z 2 


x+ y 
V Z J 


-1 

) T -i(* + y); 


l 


grad f = — 


<+ -L 


J ~ 


x+ y 


2z\x+y 2z\x+y 2 z V-* + y 


k . 


17. f(x, y, z) = z.e* 2 y 
grad f = 2xz,.e ' ~ y i — z.e x ~ y j +e x ~ y k . 


Nos exercicios de 18 a 24, representar geometricamente o campo gradiente definido pela 
fun§ao dada: 

18. u(x,y,z) = — {x 1 +y 2 + z 2 ) 

6 

-1 r 1 - 1 r 

gradu = — .2xi ,2y j .2 zk 

6 6 6 

. -1 r 1 -r 1 r 

gradu = — xi — y / — zk 
3 3 3 

Veja a representa§ao grafica a seguir 



19. u(x, y) = 2x + 4y 
gradu = 2 i +4 j 
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20. u(x,y) = 


2a/ 


x 2 + y 2 


grad u 


x 


y 


2 (x 2 + /)^/x 2 + y 2 2 (x 2 + /)^x 2 + y 2 



21 


. M(x,y)=^ 
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grad f = ^ ,2x i = xi 

Veja a representa§ao grafica a seguir 



22. u(x, y) = x 2 + y 2 
gradu = 2 xi +2 y j 
Veja a representa§ao grafica a seguir 
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23. u(x,y) = 2x-y 
gradu = 2 i - j 

Veja a representa§ao grafica a seguir. 



24. u{x, y, z) = 2x 2 + 2y 1 + 2 z 2 

grad u=4xi +4 y j + 4z k 

Veja a representa§ao grafica a seguir 


z 
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25.Seja f(x, y) = 2x 2 + 5y 2 . Representar geometricamente Vf(x 0 ,y 0 ), sendo (x 0 , y 0 ) 
dado por: 


a) (U) 

b) (-U) 

c) 

V z 

Temos: 


\ 

J 


Vf = 4 xi + 10y j 
Assim: 

a) V/(l,l) = 4i + 10 ] 

= + \0j 

c) V/[ — ,V3 j = 2i +10V37 

v2 J 

Veja a representa§ao grafica 



26. Dados A 


( 3^ 


( 1 ^ 

1,- 

e B 

— ,2 

l 2; 


U J 


e a fun§ao f(x, y) = In Ay , determinar o angulo formado 


pelos vetores V/(a) e Vf'(B). 
Temos que: 
f(x, y) = In Ay 

„ , yr X — It It 

V/ = — z + — ; =-1 +-j 


V/ 

V/ 


*y 

('■I) 

Assim, 


*y 

T 2t 

= l +~J 

3 

_ 0 r 1 t 

— 2 1 H — / 

2 


y 
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cos# = 




, „ 1 2 ) 
1.2 + -.- 
2 3 J 




Assim, 

# = arc cos 


14 

V22l ’ 


14 

V221 ' 


27. Provar as propriedades (a), (b), (d) da Subsegao 6.4.3 
(a) grad(cf) = cgrad f 

Seja f = f(x,y,z) uma fungao e c uma constante. Podemos escrever cf = cf(x, y, z) 


grad(cf) = ^-cf i + ^-cf j + ^cf k 
ox dy dz 


Usando propriedades das derivadas, vem: 


,/,n dfr df - 
gradycf ) = c—i +c — j+c 

ox oy 



= c 


dx 


8f -T of - 
+ — 1 + — k 

dy dz 


\ 


J 


= c grad f . 


(b) grad (f + g)= grad f + grad g 


Seja / = f(x, y, z )e g = g(x, y,z) e f + g = f(x, y, z)+ g(x, y, z) 

Temos: 

grad {f + g) = — (f(x, y, z)+ g(x, y, z))i + — (f(x, y, z)+ g(x, y, z))j + — (f(x, y, z)+ g(x, y, z))k 
ox oy oz 


grad(f + g) = 


, (df , , (df dg^ 


+ 

dx J 


l + 


- + - 


dy dy 


J + 


fdz dz J 


^( /+ ,)4r + ^r + |j + |] + |r + |r 

ox ox oy oy oz oz 


grad(f+g) = 


dfr df -r df 7 
— i + — l +—k 
dx dy dz 


dx dy dz 
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grad ( f + g)= grad f + grad g 


(d) grad 


T 
U J 


g^grad f - J\grad g 

g 2 


grad 


f 

\gy 


d_ 

dx 


f 

ygj 


r 5 
l H 

ay 


/ 

ygj 


-r a 

J + -g- 

OZ 


f 

\gy 


grad 


T 

UJ 


g 


dx dx ■ + j + dz dz f 


g 


g 


g 


grad 


dfr f dgr df - ,.dg~. df - 

/ g^ 1 ~f^ 1 +8T-J-f-r-J + g-z-k-f 

j _ dx dx dy dy dz 

v#J 


grad 


'f' 8 


ygj 


dfr df -r dfr 

J i + — j + — k 


f 


dy dz J ydx dy dz 


8g ■ + Sgj + 


g 


grad 


7" 

UJ 


g.grnJ / - /.graJ g 

g 2 



\ 

J 


28. Determinar e representar graficamente um vetor normal a curva dada no ponto 
indicado: 

a) 2x 2 + 3y 2 =8 ; p(l,V2) 

Temos: 

f(x,y)=2x 2 +3y 2 -8 
V/ =4 xi +6y] 

V/( 1,V2)=4? + 6V27 
Veja a representa 5 ao grafica. 
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b) y = lx 2 ; P(- 1,2). 
Temos: 

f(x,y)=2x 2 -y 

Vf =4x1- j 
Vf{-\,2) = -4i-j. 


Veja a representa 5 ao grafica. 



c) x 2 + y 2 = 8 P( 2,2) 
Temos: 

f(x,y) = x 2 + y 2 - 8 
V/ = 2xi +2 yj 
V/(2,2) = 4r + 4j 
Veja a representa§ao grafica. 
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f 

d) y = 5x- 2 ; P 

V 


1 

2 ’ 2y 


Temos: 

f(x, y) = 5x-2-y 

Vf=5i~j 



X 


6 


29. Determinar um vetor normal a superficie dada no ponto indicado e representa-lo 
geometricamente. 


a) 2x + 5y + 3 z = 10 


1 , 2 , 


2 

3 


\ 

/ 


Temos 

fix, y, z) = 2x + 5 y + 3z - 10 
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V/ — 2 i + 5j + 3k 


V/ 


1 , 2 ,- 


— 2/ + 5j + 3k 


Veja a representa§ao grafica: 



b) z = 2x 2 +4y 2 ; P(0,0,0) 
Temos: 

f(x,y,z) = 2x 2 +4y 2 -z 
Vf =4 xi +4 y j - k 
Vf(0,0,0) = 0i +0] -Ik =-k 

Veja a representa§ao grafica 

z 

i 



c) 2z = x 2 + y 1 ; P(l,l,l) 
Temos: 

f(x, y, z) = x 2 + y 2 - 2 z 
Vf = 2 xi + 2 y j — 2k 
Vf(l,l,l) = 2i+2j-2k 
Veja a representa§ao grafica: 
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30. Tra§ar as curvas de nfvel de f(x, y) = -^x 2 + ^ y 2 que passam pelos pontos (l,l), 

(l,-2) e (-2,-l). Tragar os vetores V/(l,l), V/( 1,-2) e V/(-2,-l) 

Temos as curvas de nfvel: 

(l,l)->^.l + ^.l = l-^l = ^x 2 + ^y 2 ~^2 = x 2 +y 2 

(l,-2)-»-.l + -.4 = - + - = --»- = -x 2 +-y 2 -»x 2 + y 2 =5 
v / 2 2 222 22 2 

(-2,-l)-»-.4 + -.l = --»x 2 + y 2 =5. 

v ’ 2 2 2 


Temos os vetores gradientes: 
V/ =xi+yj 

v/(u)=r+j 

Vf (1,-2) = 1-2] 

V/(- 2,-l) = —2i—j 
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Nos exercicios 31 a 35, determinar uma equagao para a reta normal a curva dada, nos 
pontos indicados: 

31. y = x 2 ; P 0 (l,l) , P\ (2,4) 

Para o ponto P 0 (l,l) temos: 
f{x,y) = x 2 -y 
Vf =2x1- j 

r (t) = a + b t = (l,l) + (2 ,-l) = (l + 2 t)i + (l - t)j 
Assim, 
x = 1 + 2 1 

y = l-t=>t=l-y=>x = l + 2(l- y) 

x = 1 + 2 - 2y 
x + 2y — 3 = 0 


Para o ponto (2,4) temos: 

Vf(2,4) = 2.2i-j=4i-j 

?(t) = (2,4) +(4,— l)t = (2 + 4?)/ +(4 — t)j 

Assim, 

f x = 2 + 4 1 

\y = 4-t^t = 4-y 

Assim, 

x = 2 + 4(4 — y)=> x = 2 + 16 — 4y=>x + 4y — 18 = 0. 


32. x 2 —y 2 = \ ; P 0 (x/2,l) 
Temos: 

f(x, y) = x 2 -y 2 -1 
V/ = 2xi-2yj 
V/(^,l) = 2^r-2j 

r(f) = (V2,l)+(2V2,-2} 

r (t) = (V2 + 2V2 t)i + (l - 2t)] 

Assim, 

x — V2 + 2V2 1 

< 1 — y 

y = l — 2t^>2t = l — y^>t = 

^ 2 

Portanto, 
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x = V2 + 2 a/2. 1 -^ 

2 

x = V2 + V2 - V2 y 
x + *Jly - 2V2 = 0 

33. x-y 2 = -4 ; P 0 (-3,l) 

Temos: 

f(x,y) = x-y 2 + 4 
Vf = i-2yj 
V/ (-3,1) = (1,-2) 
r(t) = (-3,l) + (l,-2)t 

r(t) = (-3 + t)i +(l-2 t)j 
Assim, 

ix = -3 + t=>t = x + 3 

\y = l-2t 

y = l-2(x + 3) 
y = 1 - 2x — 6 
2x + y + 5 = 0 . 


34. x+y = 4 ; P 0 ( 3,l) 
Temos: 

f(x,y) = x + y- 4 
Vf=T + j 
vf(3,i)=r+j 

r(t) = ( 3,l)+(l,l> 

r(t)=(3 + t)i +(1 + 0 j 
Assim, 
fx = 3 -t- 1 

{y = l + f =>f = y-l 
x = 3 + y-l 
x-y — 2 = 0. 

35. x 2 + y 2 = 4 ; P 0 (2,0) 

Temos: 

/(x,y) = x 2 +y 2 - 4 
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Vf =2xi +2 yj 
V/( 2,0) = (4,0) 

F(?) = (2,0)+(4,0> 
r(?) = (2 + 4r,0) 

Assim, 
f x = 2 + At 

|y = o 
y = o. 

Nos exercicios de 36 a 40, determinar uma equagao vetorial para a reta normal a superficie 
dada, nos pontos indicados: 

36. z = x 2 + y 2 -1 ; P 0 (l,l,l) 

Temos: 

f(x, y,z) = x 2 + y 2 -l-z 
Vf = 2 xi +2y j —k 

V/(U, 1) = (2,2,-1) 

r(f) = (l,U)+(2,2-l> 

= (l + 2 t)i + (l + 2 1) j + (l - t)t 
ou 

(l-2t)i+(l-2t)j + (l + t)k 

37. x 2 +y 2 +z 2 =4 ; ^ =(l,1,^) P x = (l, 1,-^2 ) 

Temos: 

f(x,y,z) = x 2 +y 2 +z 2 -4 
Vf =2 xi +2 y j +2zk 
Vf (l,l, V2 ) = (2 , 2 , 2 V2 ) 

r(f)=(u,V2)+ (2,2,272} 

= (l + 2fX + (l + 2t)] + {j2 + 2 V 2 f)fc 

V/(l,l,-V2)= (2,2,-272) 
r(f) = (l,l,-V2)+ (2,2,-2V2} 

= (l + 2f X + (l + 2 t)j + (- V2 - 2V2r)fe 

38. x 2 +y 2 =z 2 ; P 0 = (3,4,5) 
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Temos: 

f(x, y,z) = x 2 + y 2 -z 2 
Vf = 2 xi + 2 y j — 2z k 
V/( 3, 4,5) = (6, 8,-10) 

r(r) = (3,4,5) + (6,8,-10)f 

= (3 + 6 ?)z +(4 + 8?) j + (5-10?)£ 


39. jr + iy + iz-1 ; P 0 ( 1,2-3) 
Temos: 

f(x, y,z) = x + ^y + ^z - 1 

Vf = i +-j +-k 
2 3 


Vf (1,2-3) = 


( 


1 1 


1 ,-,- 

2 3 


r(0 = (1,2-3) + 
= (l + 1 )/ + 


f 


ill 

V 2 3 



r i ) 


( l 3 

+ 


J + 

-3 + -? 


1 2 J 


1 3 J 


40. — + y 2 + — = 1 ; P 0 = 
4 9 0 


Temos: 


2 2 
X 2 Z 


/(x,y,z) = — + /+ — -i 

Vf = — i +2y j + — k 
J 4 y J 9 

N Vf 

v 3 y 


V/ 


1 3>/3 


O,-, „ 

2 2 

v z z y 


r 1 373 ^ 
v ’ 2 ’ 2 j 
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( 0 = 

r 1 3^1 


f S ) 

%• , 

+ 

o,L— 


2 2 j 


l 3 / 


(i ^ 

F t 

v2 j 


J + 


3V3 s 

1 1 

2 3 


rsr 

41.Calcular — (x 0 ,_y 0 ) nadiregao v=2i — j 
ds 


a) f(x, >’) = 3x 2 - 2y 2 ; (x 0 , >’ 0 ) = (l,2) 

Temos: 

grad f =6x1 -Ay] 


grad /( 1,2) = 6 i - 8 j 
O vetor unitario na diregao dada e b = 


2 i 


V4 + 1 V5 V5 


d[_ 

ds 


(1.2)= 


Ji'4i 


1 ( 6 - 8 ) 

20 


J2_ _ 8 __ 

s s - s 


20V5 


= aS. 


b ) f(x,y) = e xy ; (x 0 , y 0 ) = (- 1,2) 

Temos: 

gradf = ye^i + xe n j 
gradf(- 1,2) = 2 e 2 i - \e 2 j 



4 1 = 5 = V5 = _ 2 

“ + e-S~ Se 2 ~ <" 2 “ V 


c) f(x,y)=A~X 

1 — X 

Temos: 


Up>’o) = 


H 


\ 
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gradf = 


- I + 


( l -*) 2 
1-X + X+ y r 1 — X -r 

(l-x ) 2 ' + (i^j r ' 

1+ y T 1 — X -r 
-l +- — — J. 


(l-x] 

|l-(x+ y)-0 

1 

[l-x] 

I 2 


gradf 


0, 


(1-x) 2 (l-x) 2 

3 


f i y 


■i +J 


v 


df 

( 0 
o,- 


( 2 -n 


ds 

l 2J 


K S’Sy 

U J 


_3 1__ _2_ 

S S S' 


42. Calcular as derivadas direcionais das seguintes fungoes nos pontos e diregoes 
indicados: 


a) f(x,y) = e~ x cos y em (0,0) na diregao que forma um angulo de 45° com o eixo positivo 
dos x, no sentido anti-horario. 

Temos: 

a = i + j 

? (U) 

4l~ 

V/ = (- e x cos y-e~ x seny) 

V/( 0,0)= (-1.1,0) = (-1,0) 

= yr (_1)= 7? 

-42 


b) f(x, y, z) = 4x 2 — 3y 2 +z em (-1,2,3) na diregao da normal exterior a superficie 
x 2 +y 2 +z 2 =4, noponto p(l,l,V2). 
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Temos: 

F[x, y,z) = x 2 + y 2 +z 2 -4 
VF = (2x,2y,2z) 

vf ( 1 , 1 , 72 ) =( 2 , 2 , 272 ) 

a = (2,2,272) 

, (2,2,271) (2,2,271) f 1 1 y/2) 

1 + 2’TJ 


Vf = (8* ,-6y,l) 

V/(- 1,2,3) = (-8-12,1) 


?(-L2,3) 


1 7T| 

2 2 2 


•(- 8 - 12 , 1 ) 


-8 12 72 


2 2 2 
-20 + 72 
2 


Nos exercicios de 43 a 47, determinar a derivada direcional da fungao dada: 
43. f(x, y, z) = 3x 2 + 4y 2 + z , na diregao do vetor a = i + 2j + 2k . 


B (1,2,2,) (1,2,2) 

71 + 4 + 4 3 

V/=(6x,8y,l) 


ds 


= fe^.( 6x,8y,l) 
_ 6x + 16y + 2 

" 3 

„ 16 2 

— 2 A H y H — . 

3 3 


44. /(x,y,z) = xy + xz + yz, na diregao de maximo crescimento de f. 
Temos: 
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V/ = (y + z,x + z,x+y) 

(y + z,x + z,x+y) 


(x vW- 

(y 

+ Z, X + Z, X + 

y) 

( y -L 7 y -L 7 V -U A’ ^ 


'(y + z) 

2 

1 +1 

(x+z) 

l 2 +l 

[x + y] 

1 


( 

'y + z) 

! +( 

x + z) 

2 +( 

x+y) 

2 


f (y + z 

) 2 + 

(x+Z 

) 2 + 

(x + y; 



= [(y + z) 2 +(x+z) 2 +(x+y) 2 2 
= [^y 2 + 2 yz + z 2 + x 2 + 2xz + z 2 +x 2 + 2xy + y 2 J 2 
= \_2x 2 + 2y 2 + 2z 2 + 2yz + 2xz + 2xy] 2 = |V/|. 

45. f(x,y) = x 2 + y 2 , na dire§ao da semi-reta v - x = 4, x > 0 . 
Temos: 

r MzM M 

V2 V2 

V/=(2x,2y) 

|(x, y )=M.(2,.2v) = ^ = V2, + V2,. 

46. f(x, y) = 4 -x 2 - y 2 , na dire?ao de maximo decrescimento de/. 
Temos: 

V/=(-2x,-2y) 

(2x,2y) = (x, y) 

^4x 2 +4y 2 p + y 2 


300 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 212-214. 


d ±=- 

( x >y) 

l 

ds J 

2 2 

x +y 


-2x 2 -2 y 2 2 (x 2 + y 2 ) 

= ” A + / 


- -2-tJx 2 + y 2 . 


47. f(x, y, z ) = yjl — x 2 — y 2 — z 2 , na dire?ao do vetor a = i + j + k . 


Temos: 



V/ = 


1 (l‘ 

o v 


2 2 2 

■x -y -z 


) i (- 24^ 


2 2 2 

-x -y -z 


rk- 2y\& 


2 2 2 

-x -y -z 


k(-2z) 


& 

ds 




-z 



2 


48. A derivada direcional da fun 5 ao w = f(x,y ) em P 0 (l,l) na dire£ao do vetor P 0 P [ , 

^ (1.2) 6 2, e na diregao do vetor P 0 P 2 , P 2 (2,0) e 4. Quanto vale — em P 0 na 

ds 

—> 

diregao do vetor P 0 0 , onde 0 e a origem? 


P«P, =( 1 . 2 )- ( 1 . 1 ) = ( 0 . 1 ) 


?> ! =(2,0)-(l,l) = (l,-l) 



dw 

ds 

dw 

ds 


V/(l,l).( 0,1) = 2 


V/(U) 


V2’ V2 


= 4 
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/> 0 0 = (0,0)-(l,l) = (-l,-l) 
(-1-1) 


b = 


V7 




(a, £>).((), l) = 2 


(a,b). 


1 


1 


,V2’ V2 4 y 


Da primeira expressao temos que b = 2. Da segunda temos que: 
a b _ a 2 _ 

V2 V2 "V2 V2 

a . 2 

V2 V2 

a = 4V2 + 2 
Assim, 


2+4V2 „ -1 

7T 

-2-4V2-2 

-2V2-4 


49. Em que diregao devemos nos deslocar partindo de <2(l,l,0) para obtermos a taxa de 
maior decrescimo da fungao /( x, v) = (2x + y - 2) 2 + (5x - 2y) 2 ? 

V/=(2(2x+y-2).2 + 2(5x-2y).5,2(2x + y-2) + 2(5x-2y)(-2)) 

= (8x + 4y-8 + 50x-20y,4x + 2y-4-20x + 8y) 

= (58x-16y-8,-16x + 10y-4) 

V/( 1,1,0) =(58 -16 -8 -16 + 10 -4) 

= (34,-10) 

A diregao solicitada e dada por — V/(0 = (-34,10). 
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50. Em que diregao a derivada direcional de f(x, >’) = 2xy - x 2 no ponto (l,l) e nula? 

V/=( 2y-2x,2x) 

V/( 1,1) = (0,2) 

^(1,1) = 6.(0,2) = 0 

OS 

= (a,b).( 0,2) = 0 
= a.0 + b.2 = 0 

2b = 0 
b = 0 
aeSR 

Como b e unitario, a = 1 ou a = — 1 . 

Assim, a derivada direcional e nula na direqao do vetor (a,0) a e - {0}. 


5 1 . Em que direqao e sentido a fungao dada cresce mais rapidamente no ponto dado? 
Em que direqao e sentido decresce mais rapidamente? 

a) f{x,y)=2x 2 +xy + 2y 2 em (l,l) 

Temos: 

V/ =(4x+y,x + 4y ) 

Vf (1,1) = (5,5) — > direqao de maximo crescimento 
-V/ (l,l) = (-5,-5) — > diregao de maximo decrescimento 

b) f(x,y)=e xy em (2,-l) 

Temos: 

Vf = (ye xy ,xe xy ) 

V/ (2, -l) = (-e“ 2 , 2e 2 ) — > diregao de maximo crescimento 
-V/ (2, -l) = (e 2 , -2e 2 ) — > diregao de maximo decrescimento 


52. Determinar os dois vetores unitarios para os quais a derivada direcional de / no 
ponto dado e zero. 

a) f(x,y) = x 3 y 3 — xy,P(l0,10) 

Temos: 
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Vf = (3x 2 y 3 -y,3y 2 x 3 -x) 

V/(l0,10) = (3.10 2 .10 3 -10, 3.10 2 .10 3 -lo) 
= (3.10 5 -10, 3.10 5 -lo) 

^(10,10) = £.(3.10 5 -10, 3.10 5 -10)= 0 
Assim, 

a.(3.10 5 -10) + 6.(3.10 5 -10) = 0 
(3.10 5 -10)(a + ^) = 0 
a + b = 0^>b = -a 


= 1^ 


= 1 => a 2 + £> 2 = 1 => 2a 2 = 1 => a = ± — = 




Dessa forma temos: 

VT 


b = ± 


( a -a ) 
42a 2 


= + 


V 


J 


b) f(x,y) = — — ,P(3,2) 
x+y 

Temos: 

V/ = 


r (x + y) - x - x 

\ 

v ( x+ ) ; ) 2 5 ( x+ y) 

2 

y 

( 

\ 

\ 

y 

-x 



V/(3,2) = 
Assim, 

f(3.2) = R| 

OS 


(x + y) 2, (x + y) 2 

f 2 -: ' 


25 25 


f 


25 25 


2 -3 n 

a. \-b . — = 0 

25 25 

2a-3b = 0 
2 a = 3b 

3b 

a = — 


= 1=> 


= 1 => — b 2 +b 2 = 1 => b = ± 


41 3 


Dessa forma: 
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b 


= ± 


(3b/2,b) 



f 

= ± 

V 


3 2 N 

Vl3 ’ Vl3 y 


c) f(x,y) = e 2x+y ,P( 1,0) 
Temos: 

Vf = {e 2x+y 2,e lx+y ) 

V/( l,0) = (2e 2 ,e 2 ) 
Assim, 

df, 


ds 


( 1 , 0) =0 


(a,b).( 2e 2 ,e 2 )=0 
2 ae 2 +e 2 .b = 0 
2a + b = 0 


b = -2a 


= 1^ 


= 1 => a 2 + 4 a 2 = 1 => a = ± — = 


>/5 


Dessa forma, 

_L zl 
Ts’Vs 


b =±\ 


53. Uma fungao diferenciavel f(x, y ) tem, no ponto 


(o.f) 


, derivada direcional igual a 


2 11 

— na diregao 3 i +4/ e igual a — na diregao 4i —3j .Calcular: 


a) V/ 


v 2/ 


l 2/ 


ds 

df r 


(3,4) 


n 


ds 

Seja V/ 


2 

V 2 y 

4 


V25 

(4,-3) 


■V/ 


2 


v 


•V/ 


n 


°’2 
V 2 y 


_ 2 
_ 5 

A 11 

5 


°’2 
V 2 y 


= (a,b). Temos: 
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3 4,2 

— .a + —.b = — 
5 5 5 



3a + 4b = 2 
4a-3b = U 


[\2a + \6b = 8 
[-I2a + 9b = -33 
25 b = -25 
b — — 1 


3 a — 2 + 4 
3a = 6 a = 2 


Assim, V/ 


N) 


= (2-0- 


Of ( 71 ^ 

b) — 0,— na diregao a = i + j 

ds v 2 J 

Temos: 

V 2 J 


ds 


V2' 1 ’ ’ V2 V2 V2 


V2 

2 ‘ 


54. Determinar a derivada direcional da fungao z = - — no ponto P 0 (1,V2 

x v 

diregao da normal a elipse 2x 2 + 3 y 2 = 8 no ponto Po. 

Seja F(x, y ) = 2x 2 +3 y 1 - 8 . A diregao normal a elipse e dada por: 

VF = (4x,6y) 

Vf(i,V2) = (4,6n/2) 

(4,6V2) _ (4,6V2) _ (4,6-72) _ (23V2) 

V16 + 36.2 V88 2V22 V22 

Para determinar a derivada direcional temos: 


na 
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Vz = 


Cv-1) 2 

2 




Vz 



2(72-1)"] 

1 ’ 1 

V J 


_ 6-272 
722 



+ 


372 

722’ 


(272-2) 


Nos exercicios 55 a 58, encontrar o valor maximo da derivada direcional do campo escalar 
dado, nos pontos indicados: 

55. f{x,y) = xy 2 - (y - x) 2 ; P 0 (l,l) 

Temos: 

V/ = (y 2 + 2 (y - x),2xy - 2 (y - x)) 

V/( 1,1) = (1 + 0,2) = (1,2). 


mdx^-(l,l) = |V/(l,l)| = 7l + 4 = 75. 


56. /(x, y, z) = x 2 + 2xy + z 2 ;P 0 = (0,0,0) eP x = (l,2,2). 
Temos: 

V/ = (2x + 2y,2x,2z) 

V/( 0,0,0) = (0,0,0) 

V/(l,2,2) = (2 + 4,2,4) = (6,2,4) 

max— (0,0,0) = |V/'(0,0,0| = 0 


mdx^-(l,2,2) = \Vf(l,2,2) = 736 + 4 + 16 = 27l4. 


57. /(x, y, z) = cos x + seny\ P 0 (x, y, z) 
Temos: 

V/ = (- senx, cos y,0) 

V/ (x, y, z) = (- senx, cos y,0) 
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, df 

max — 
ds 


(x, y, z) = |(- S enx, cos y,0] 


l 


sen 2 x + cos 2 


y- 


58. f(x, y) = arctg — ; P 0 (- l,l) . 

x 

Temos: 


V/ = 


■y_ 

2 


1 

X 


2 ’ 2 

1+4 1+4 

v x x j 

A_i 

1 -1 
1 + 1 ’ 1 + 1 

V J 

r-l O 


v/(-U) = 

max— (-1,1 ) = 
ds 


(— —) 
V 2 ’ 2 y 


2 2 


4 4 


V2 

2 ' 


59. Dada a fun?ao w = x 2 +y 2 + z 2 , determinar sua derivada direcional no ponto 
p(l,l, na dire?ao da normal exterior a superficie z 2 = x 2 + y 2 em P. 

Para obtermos a normal exterior a superficie z 2 = x 2 + y 2 , tomamos: 
f(x, y,z) = x 2 + y 2 -z 2 
Vf = (2x,2y~2z) 

V/( 1,1, V2)= ( 2 , 2 ,- 272 ) 


Para w = x 2 + y 2 +z 2 temos: 
Vw = ( 2x,2y,2z ) 


vw(u,V 2 )= ( 2 , 2 , 272 ) 

Assim, 

— =(22 2 V 2 I ( 2A ~ 2 ^) = 

Si + ’ v 1 747471 


4 + 4-8 

Vl6 



60. Suponha que r(x, y) = 4 — 2x 2 — 2y 2 , represente uma distribui?ao de temperatura 

no piano xy. Determine uma parametriza?ao para a trajetoria descrita por um ponto 
P que se desloca a partir de (1,2), sempre na dire§ao e sentido de maximo 
crescimento da temperatura. 

Temos: 
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r (?) = (x(?) , y (?)) — > trajetdria do ponto P. 
r'[t ) = gradT{r (?)) 


= (- 4x(?) -4 y(?)) 


Assim, 
r dx dy ^ 

K dt ' dt j 
Resolvendo o sistema: 
dx 

— = —Ax 

dt 

dy „ 

-f = -4y 
dt 


Temos: 


f — = f -Adt 

J X J 

In x = -4 1 + C 


C — 4 1 

v e 

Assim, x = C je -4 ' e y = C 2 e^’ . 

Para particularizar C, e C 2 , temos que para t = 0,P 0 (l, 2) . Dessa forma obtemos 


Q = 1 e C 2 = 2. 

A trajetoria e dada por: 


r (?) = ( e 4t ,2e 4t ) ; ? > 0 . 


61. A figura 6.24 mostra uma plataforma retangular, cuja temperatura em cada ponto e 
dada por t(x, v) = 2x + v . Um indivfduo encontra-se no ponto P 0 desta plataforma 

e necessita esquentar-se o mais rapido possfvel. Determinar a trajetdria (obter uma 
equagao) que o indivfduo deve seguir esbogando-a sobre a plataforma. 

z 



T(x, y) = 2x+y 
VT = (2,1) 
r ' (?) = gradT(r(t )) 
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Resolvendo o sistema: 


— = 2 
J dt 



[ dt 


Temos 

x = 2t + Cj e y = t + C 2 . Particularizando as constantes vem: 

x = 2t + 2 e y = t + 4 

Portanto: 

r(t) = (2t + 2, t + 4) 0 < t < 1 . 

62. Uma plataforma retangular e representada no piano xy por 

0<x<15 e 0< y < 10. A temperatura nos pontos da plataforma e dada por 

63. T(x,y) = x + 3 y. Suponhamos que duas partfculas P 1 e P 2 estejam localizadas nos 
pontos (1,1) e (3,7), respectivamente. 

a) Se a partfcula P t se deslocar na dire 5 ao em que se esquentara mais rapidamente e a 
partfcula P 2 se deslocar na dire 5 ao em que se esfriara mais rapidamente, elas se 
encontrarao? 

b) Obter uma equagao para a trajetoria da partfcula P x , representando-a sobre a 
plataforma. 

Temos: 

T = (x + 3y) 

VT = (l,3) 

F (0 = (x(0,3 ; (0) 

r'(t) = gradT[r (t)^ 

Considerando-se a partfcula P x temos: 



*=1 e — = 3 
dt dt 

Temos: 

x = t + Cj e y = 3t + C 2 

Particularizando as constantes vem: x = t + le y = 3t + 1 . 
Assim a trajetoria e dada por it + 1, 3t + 1) , 0 < t < 3 . 
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Considerando-se a partfcula P 2 temos: 



dx 

dt 


dt 


Temos: 

x = -t + C ] e y = —3 1 + C 2 

Particularizando as constantes vem: x = -t + 3 e y = -3 1 + 7 . 

Assim a trajetoria e dada por (-t + 3, - 3t + 7) . 

Dessa forma temos as conclusoes para os itens dado: 

a) As duas trajetorias estao sobre a mesma reta y = 3x - 2 no piano xy. Como elas 
estao em sentido contrarios se encontrarao. 

b) A equagao para a trajetoria P t e dada por (t + 1, 3t + 1) , 0 < t < 3 e esta representada 
na figura que segue. 


z 

A 



X 


64. Resolver o exercfcio 62 supondo que a temperatura seja dada por 



Temos: 


T{x,y) = ^(x 2 +y 2 )- 100 

VT = (x,y) 
r(t) = (x(t),y(t)) 

r'(t) = gradT (^(t)) 

Considerando-se a partfcula P t temos: 

r dx dy ^ 
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dx 


< 


— = x 
dt 



Resolvendo obtemos: 
x = C \e‘ e y = C 2 e‘ 

Particularizando as constantes vem: x = e‘ e y = e‘ 
Assim a trajetoria e dada por y = x para x e [0,10] . 


Considerando-se a partfcula P 2 temos: 
r dx dy N 
K dt ' dt y 
Obtemos: 


= {- x ~y) 


x = C x e * e y = C 2 e ‘ 

Particularizando as constantes vem x = 3e~' e y = le ' 

7 

Assim a trajetoria e dada por y = — x . 

Dessa forma temos as conclusoes para os itens dados: 

a) As trajetorias estao sobre duas retas distintas que se interceptam na origem. Como 
pode ser observado na figura apresentada a seguir, as trajetorias nao se encontrarao. 

b) A equagao para a trajetoria P l e dada por _y = x para x e [0,10] e esta representada 
na figura que segue. 



65. A densidade de uma distribuigao de massa varia em relagao a uma origem dada 

4 

segundo a formula p = . Encontrar a razao de variagao de densidade 

y] x 2 +y 2 +2 

no ponto (1,2) na diregao que forma um angulo de 45° no sentido anti-horario, com 
o eixo positivo dos x. Em que diregao, a razao de variagao e maxima? 
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Temos: 


p = 4-(x 2 + y 2 



Vp = 


4.- 


H 


2 2 

x +y 


+ 2 ) 2 ,2x,4. - ^ (x 2 + y 2 + 2 ) 2 .2 y 


3 3 ^ f 

Vp(l,2) = - 4(1 + 4 + 1\~2 . 1-4(1 + 4 + 2)1 .2 


J 


-8 


v 7V7 ’7V7 

Para a dire 5 ao considerada (forma um angulo de 45°) temos: 



A 

J 


Assim, 

dp _ (!,!)( ~4 -8 ^ 

ds , 


-4-8 

7Vl4 


-6Vl4 

49 


A razao de varia§ao e maxima na diregao 




e o seu valor e 


-6Vl4 

49 


66. Usando o gradiente, encontrar uma equagao para a reta tangente a curva 
x 2 -y 2 = 1 , no ponto (V2,l). 

V/(i 5 0 )-[^-^o] = 0 
V/(^,l).((x,y)-(^,l)) = 0 
(2>/2,-2).(x->/2,y-l) = 0 
2^(x-^)-2(y-l) = 0 

2\f2x — 4-2y + 2 = 0 
\f2x - y -1=0 


67. Encontrar o vetor intensidade eletrica E = -gradV a partir da fungao potencial V, 
no ponto indicado. 

a) V = 2x 2 +2y 2 - z 2 ; P(2,2,2) . 

Temos: 

gradV = (4x,4y~2 z) 
gradV{ 2,2, 2) = (8,8 -4) 

E = (-8-8,4). 
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b) V = e y cos x;P 


( TZ x 

7.0,0 

V 2 J 


Temos: 

gradV = {-e y senx, e y cos x ) 


f 

gradV 

V 

E = (1,0,0). 


n ) 

r 

-,o,o 


U J 

V 


■ e° .sen ^ , e° cos ^ ,0j = (- 1,0,0) 


71 


C) V = (x 2 + y 2 + 


z 2 )~ 2 ;P( 1,2-2). 


gradV = 


-^-(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 .2x,-^-(x 2 +y 2 + z 2 ) 2 .2y,~{x 2 +; 



gradV { 1,1, -2) 


f -\ -2 22 s 
v 27 ’ 27 ’ 27 y 


£ = (1/27,2/27,-2/27). 


68. Um potencial eletrico e dado por V = — - — ^ — . Determinar o campo eletrico 

x+y+z 

representando-o graficamente. 


gradV 


-10.2x 


— \0.2y 

-10.2 z 

\ 

K (x 2 + y 2 + z 2 ) 

I 2 ’l 


|2 ’ / 2 2 2 ^ 

1 (x +}> +z J 



i: 


20 x 

K (x 2 +y 2 +z 
20 


(x 2 + y 2 +z 2 



20 y 

+ y 2 + z 


2 


) 2 


(*. y>z) 



20z 

+ y 2 +z 2 f 




J 


Ver representa?ao grafica a seguir. 
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CAPI TULO 6 
6.10 - EXERCfCIOS 
pag. 227 -228 

1 . Dado o campo vetorial f , calcular divf . 

a) f(x,y) = 2x 4 i +e xy j 
divf = 8x 3 +xe xy 

b) f{x,y ) = sen 2 xi +2cosx j 
divf = 2 senx cos x 

c) f(x, y, z ) = 2x 2 y 2 i + 3xyz j + y 2 z k 
divf = 4 xy 2 + 3 xz + y 2 

d) f(x, y, z) — In xy i + xj + zk 

divf = ^L + 0 + l =- + l . 
xy x 

2. Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade v dada. Verificar se v 
representa um possfvel fluxo incompressfvel. 

a) v = z 2 i +xj + y 2 k 

— » 

div v=0 + 0 + 0 = 0=>£' incompresstvel. 

b) v = 2 i + xj — k 

divv =0 =^> E incompresstvel. 

c) v = 2 xy i + x j 

divv = 2y => naoe incompresstvel. 


3. Provar a propriedade (a) da Subsegao 6.7.3. 

a) div{f ± g)= divf ± divg 
Seja: 
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/ =(/l>/2>/ 3 ) 

8 — (<? 1 ’ 2 ’ £ 3 ) 

Temos: 

f±g=(fl±gl,f2 ± 82>f3 ± 83) 

(f 2 ± 8 2 )+^(f3 ± 83) 

oz 

= + d 8i ! d fi ± 1 df 3 + dg3 

& dx dy dy dz dz 

^l + ^l + ^l] + (. d Si ! d 8 2 { dg 3 ' 

dx dy dz ) \dx dy dz , 

= div f ± div g. 

4. Encontrar a divergencia e o rotacional do campo vetorial dado. 

a) f(x, y, z) = (2x + 4 z,y- z,3x - yz) 
div f = 2 + 1- y = 3 — y 

i j k 

- < d i d d 

rot t = — — — 

dx dy dz 

2x + 4z y-z 3 x- yz 

rotf={\-z)i +(4-3) j + (0-0)£=(l-z)/ +j. 

b) f(x,y) = (x 2 +y 2 ,x 2 -y 2 ) 

divf = 2x-2y = 2(x-y) 

i j k 

d d d 

dx dy dz 

x 2 + y 2 x 2 -y 2 0 

rot f = (2x -2 y)k = 2(x - y)k. 

c) f(x, y,z) = (x 2 ,y 2 ,z 2 ) 
div f = 2x + 2y + 2z =2(x + y + z). 


rotf = 



div(f±g)=-^(fi±8i)+y 

dx dy 
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rotf = 


i j k 
d d 8 


= 0 . 


dx dy 8z\ 

2 2 2 
x y z 

d) f(x,y)= (e x cos y,e x seny) 
div f = e x cos y + e x cos y = 2e x cos y. 

7 j k 

8_ d_ d_ 

dx dy dz\ 

je x cos y e x seny 0 

rot f = [e x seny + e x seny\k = 2e x senyk . 


rot f = 


e) f(x,y,z) = (xyz 3 ,2xy 3 ,-x 2 yz ) 
div] = yz 3 +6xy 2 -x 2 y 


rotf = 


i j k 

d 8 8 


dx dy dz 
\xyz 3 2xy 3 -x 2 yz\ 

rot f =-x 2 zi +{?>xyz 2 +2xyz)j + {2y 3 -xz 3 )fc. 


f) f{x,y) = 


-y 


X 


■^/x 2 + y 2 ]x~ 2 + y 2 


,(x, y)*( 0,0). 


div f = 


-jx 2 + y 2 .0 + y.— (x 2 + y 2 ) 2 -2x -x.—(x 2 +y 2 ) 


x 2 + y 2 


+ 


x 2 + y 2 






(x 2 + y 2 W777 {x 2 + y 2 \[x ^ 7 


= 0 


rotf = 


i 

d 

dx 

-y 


j 

d 

dy 

X 






k 

8_ 

dz 

0 
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g) f(x,y,z) = xy 2 z(i + 2j+3k) 
div f = y 2 z + 4 xyz + 3 xy 2 . 

i j k 

- d d d 

rot f = — — — 

dx dy dz 

xy 2 z 2 xy 2 z 3 xy 2 z 

rot f = (( Sxyz - 2xy 2 )f + (xy 2 - 3 y 2 z)j + (2 y 2 z - 2 xyz)k . 


5. Determinar rot f sendo: 

a) / = sewcy i + cos xy j + zk 

i j k 

yd 8 d 

rot t = — — — 

dx dy dz 

senxy cos xy z 
rot f = (- y senxy - x cos xy )k. 


b) / = 2x 2 yi + 3 xz j — yk 
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rot] = 


i j k 

d d d 

dx dy dz 
|2 x 2 y 3 xz -y 

rot f = (— 1 — 3 x)/ + ( 3 z — 2 x 2 . 


c) f ={x+ y)i + In z k 

i j k 

d d d 

dx dy dz 
lx + y 0 - In z 


rotf = 


= —k 


6 . Provar a propriedade (a) da Subse?ao 6 . 8 . 3 . 

rot (/ + g)=rotf + rotg 
Seja: 

f = (/i./ 2 ./ 3 ) 

8 = (81^82^83) 

f + 8=(f 1 +8 l ,f 2 +82J3 + S 3 ) 


rot\ 


rot\ 



i j k 



d d d 


V + 8)- 

dx dy dz 



fl + £l f 2 + 82 f 2, + 83 


II 

t&o 

+ 

^-(f 3 + 83 )--^{f 2 + 8 2 ) i 
_dy dz 


T“(/l + 8l)~~g~(f3 + ^ 3 ) 
dz dx 


j + 


dx dy 


d d d d 

83 _ T~“ f 2 + 82 

_dy dy dz dz 


> 

d d d d 


d d d d 

i + 

^~/i + ~^r 81 ~ ~ f 3 ~~z~ 8 3 
_ dz dz dx dx 

j + 

/-v j 2 ~ /-v 8 2 /■> J 1 8 1 

dx dx dy dy 



%3 A? 2 


^ dy dz J 


l + 


Of I dfi 


j + 


f dg\ dg. A 


V dz dx J ydz dx J 


( d 8i d 8\ ' 

^ dx dy J dx dy y 

= rot f + rotg. 
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7. Sejam f = (xz,yz,xy ) e f = (x 2 ,y 2 ,z 2 ). Determinar: 

a) V./ 

V.f = divf = z + Z + 0 = 2z 

b) V.f 

V.f = 2x+2y + 2z = 2(x + y + z) 


c) Vxf 


V x / = 


i j k 

8 8 8 

dx 8y 8z 

xz yz xy 


V x f = (x- y)J + (x- y)j + (o)k 
= (x-y)i +(x-y)j 
= (x-y)\i+j] 


d) Vxf 


Vxf = 


1 j k 

8 8 8 

dx 8y 8z 

2 2 2 

x y z 


= 0 . 


e) Vx(/xf) 

i j k 

fxg = 


xz yz xy 

2 2 2 
\x y z 

f xg = (yz 3 -xy 3 )i +[x 3 y-xz 3 )j +[xy 2 z-x 2 yz)k . 

* J k 

8 8 8 

dx 8y 8z 

3 3 3 3 2 2 

yz -xy x y-xz xy z~x yz 
V x (7 xg^ = {2xyz-x 2 z + 3xz 2 ^i +(3yz 2 -y 2 z + 2xyz')j+(3x 2 y-2z 3 + 3xy 2 ^Jk 


Vx 


(/**)= 


f) (Vx/)xg 
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i j k 
x - y x - y 0 
x 2 y 2 z 2 

(yxf)xg =(x~y)z 2 T + Z 2 {y~x)j +[y 2 (x-y)-x 2 (x- y)]fc . 

g)(vx/)-(Vxg) 

(x-y,x- y,0). (0,0,0) = 0 . 



8. Seja u = (x 2 -y 2 )-V/ . Calcular divu no ponto P( 1,2,3), sendo: 

a) / = senxy + x 

V/ = (y cos xy + l)F + (xcos xy)J 

u = {x 2 — y 2 ).[(ycosxy + l)i + (xcosxy)j] 

divu = (x 2 ~ y 2 ) (- y 2 senxy^j + (y cos xy + l)2x + (x 2 - y 2 )x 2 (-.scnxy) + xcos xy( -2 y) 
= -x 2 y 2 senxy + y 4 senxy + 2xy cos xy + 2x + (-x 4 senxy') + x 2 y 2 senxy - 2xy cos xy 
= y 4 senxy + 2x- x 4 senxy 

No ponto P(l,2,3) temos: 
div u = I6sen2 + 2- sen2 = \5sen2 + 2. 


b) / = xyz + 2xy 

V/ = (yz + 2y)i + (xz + 2 x)j +xyk 

u = (x 2 - y 2 )(yz + 2y)i + (x 2 - y 2 \xz + 2x)y + (x 2 - y 2 )ry k 
= (x 2 yz + 2x 2 y - y 3 z -2y 3 ^* + (x 3 z + 2x 3 - y 2 xz -2 xy 2 )j + (x 3 y -xy 3 )fc 

div u = (2 xyz + 4xy ) + (- 2 yxz - 4xy ) + ( 0 ) 

= 0 


9. Se / = 2 x 2 yz e v = x 3 i +xz j + senxk , calcular: 
a) (V/) + rotv 
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V/ = 6 x 2 yz i + 2x 3 z j + 2 x 3 yk 


i j k 

d 8 d 

rotv = — — — 

dx 2 y 8z 

x 3 xz senx 

= -xi -cos xj + zk 


(V/ ) + rot v = (<5x 2 yz - x)i + (lx 3 z - cos x)j + (lx 3 y + 


b) div(fi) 


fv = (2 x 3 yz.x 3 y + [lx 3 yz.xz)j + (lx 3 yz..senx)k 
= 2 x 6 yzi + 2 x 4 yz 2 j + 2 x 3 yz.senxk 


div(jv ) = 12x 5 yz + 2 x 4 z 2 + 2x 3 yservc . 


1 J 

/ d d 

c) rot(fv)= — — 

ox oy 


2 x yz 2 x yz 2 x yzsenxl 


rot(jv) = (2x 3 zsenx-4x 4 yz}i + ( 2x ( 'y - 6x 2 yz..senx — 2x 3 yz cos x j j +(Sx 3 yz 2 -2 x 6 z}k. 


10- Sendo u = 2 xzi + (x 2 - z 2 )j + (x 2 + 2z)fe , calcular rot(rotu ) 


i j k 

d d d 

rotu = — — — 

dx dy dz 

2 xz x 2 - z 2 x 2 + 2 z 

= 2 zi + (2x - 2x) j + (2x - 0)k 
= 2 zi + 2 xk. 
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rot (rot u) 


i j k 

d d d 

8x dy dz 

2z 0 2x 


= ( 2 - 2)7 
= 6 


11- Supondo que v representa a velocidade de um fluido em movimento, verificar se v 
representa um possfvel fluxo incompressfvel. 

a) v(x, >’) = (2 y - 3)1 + x 2 j 
div v = 0 => e incompressfvel 

b) v(x, >’, z) = (x, >’, z) 

div v=l + l + l = 3=> ndo e incompressfvel 

c) v(x, j, z) = (2x,-2>’,0) 
div v = 2 — 2 = 0=> sim 

d) v(x,y) = (- y, x) 
div v = 0 => sim 


e) v(x, y, z) = (2xz,-2yz,2z) 
divv = 2z — 2z + 2 = 2=> ndo 


12- Um fluido escoa em movimento uniforme no dominio D = {(x, y ) 1 0 < v < 8}. Se a 
velocidade em cada ponto e dada por v = (>’ + 1)/ , verificar que todas as partfculas se 
deslocam em linha reta e que v representa um possfvel fluxo incompressfvel. 

div v = 0 => e incompressfvel 
Veja o grafico que segue. 
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> 




3C 

-< 6 -5 -4 -J -2 -1 

1 2 3 4 5 6 


13. Verificar se as seguintes fungoes sao harmonicas em algum dommio. 
a) f(x,y,z) = xz + \nxy 


div gradf = 0 ? 


/ 


V/ = 


1 


Z H 

V XJ 


1 


i H — j + x k 

y 


div grad f = V 2 / = — \ 

x y 

Portanto nao e harmonica. 


-y 


2 2 2 

-x 2 x 2 + y 2 


2 2 
x y 


2 2 
x y 


*0 


b) f(x, y) = 2(x 2 - y 2 )+ y + 10 
V/ = 4xf + (- 4y + l)J 
V 2 / =4 + (-4) = 0 
Portanto e harmonica em 4? 2 . 


c) /(*,y) = .scnx cosh y 

V/ = coshy. cos xi + senxsenhy j 
V 2 / = -coshy.senx + senxcoshy =0. 
Portanto e harmonica em 4? 2 . 

d) /(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 
V/ = 2x/ + 2y j + 2 zk 

V7=2 + 2 + 2 = 6*0. 

Portanto nao e harmonica 
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e) f(x,y,z) = x 2 -^y 2 -^z 2 

V/ =2 xi -yj-zk 
V 2 / = 2 — 1 — 1 = 0 
Portanto e harmonica em 91 3 . 

f) f(x,y,z) = x + y + z 
V f — i + j + k 
V 2 /= 0. 

Portanto e harmonica em 9? 3 . 


g) f(x, y ) = COS y 

V/ = e x cos yi + e x (- sen y)j 
V 2 / = e x cos y + e x (- cos y) = 0. 

Portanto e harmonica em iR 2 . 

14. Verificar se o campo dado e irrotacional. 
a) f(x,y,z) = {yz,xz,xy ) 

i j k 

d d d 

dx dy dz 
yz xz xy 

= (x- x)i + (v - y)j + (z~ z)k 
= 0 => Sim 


rot f = 


b) f{x,y,z) = {xyz,2x-\,x 2 z ) 
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rotf = 


i j k 

AAA 

dx dy dz 
xyz 2x-l x 2 z 

(xy - 2xz )./' + (2 -xz 


)k => Nao 


c) f(x,y,z) = {yze xyz ,xze xyz ,xye xyz ) 


rotf = 


1 

d 

dx 


J 

d 

dy 


k 

d_ 

dz 


yze 


xyz 


xze 


xyz 


xye 


xyz 


-( 


+ xe** - x 2 y Z e xyz - xe** 


t) 


+ \y 2 xze m + ye** - y 2 x Z e xyz - ye m 


)j 


(z 2 xye xyz + ze w - zfxye** - ze m )k = 0 ^ Sim. 


d) / (x, y, z) = (2x + cos yz-xz sen yz-xy sen yz) 


rotf = 


i 

d_ 

dx 


J 

d_ 

dy 


k 

d_ 

dz 


|2x + cos yz - xz sen yz - xy sen yz 
= 0 => Sim. 


e) f(x,y,z)=(x 2 ,y 2 ,z 2 ) 


rotf = 


i j k 
d d d 


dx dy dz 

2 2 2 

xyz 

= 0 => Sim. 
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15- Um escoamento e representado pelo campo de velocidade 
v = (y 2 + z 2 )i + xz j + 2x 2 y 2 k . 

Verificar se o escoamento e: 

a) um possfvel escoamento incompressfvel; 

b) irrotacional. 

Para o item (a) temos que: 
div v = 0^> e incompressfvel 


Para o item (b) temos que: 


i 


rotv = 


d_ 

dx 


j k 

d d 

dy dz 

xz 2x 2 y 2 


= (4 x 2 y - xf + ( 2 z - 4 xv 2 )./ + {z~ 2y)k => Naoe irrotacional. 


16. Para um escoamento no piano xy, a componente em x da velocidade e dada por 
2 xy + x 2 +y 2 . Determinar uma possfvel componente em y para escoamento 
incompressfvel. 

Temos: 

v=(l xy + x 2 +y 2 y + v 2 j 
div v = 2y + 2x + 

dy 

Assim, 
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2y + 2x + = 0 

8y 

v 2 = J(- 2y - 2x)dy + a(x) 

v 2 = -2 -y- ~ 2 xy + a{x) 

v 2 = -y 2 -2xy + a(x ) 

Sendo que a(x) e uma fungao arbitraria. 


17- Mostrar que se f(x,y,z) e solu 5 ao da equagao da Laplace, V/ e um campo vetorial 
que e, ao mesmo tempo, solenoidal e irrotacional. 


Se f(x, y, z ) e solugao da equagao de Laplace, temos que V 2 / = 0 ou div {grad /) = 0 . 


Para f(x,y,z ) podemos escrever que V/ = 


f %_ dj_ ^ 

dx’ dy’ dz 


. Assim, pela hipotese dada 


temos que e solenoidal, pois div ( grad / ) = 0 . Tambem e irrotacional, pois 


rot(Vf) = 





i 

j 

k 

d 

d 

d 

dx 

dy 

dz 

d[_ 

dj_ 

df_ 

dx 

dy 

dz 


= 0 . 


18. Usando o teorema 6.9.3, o que se pode afirmar sobre o campo vetorial dado? 
a) f{x,y) = {e x sen y,e x cosy) em 91 2 


rotf = 

d 


i 

d 

dx 

e x sen y 


e cosy 


j k 

d_ d_ 

dy dz 

e x cos y 0 

e x cos y)fe = 0. 


Podemos afirmar que / e um campo conservativo em iR 2 . 
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b ) f(x,y) = 


x 


y 


em D = j(x, y ) I (x — 3) 2 + (y — 5) 2 < 3 } 


rot f = 


1 

d_ 

dx 

x 


J 

d 


By dz 

y 


0 


(x 2 + ff (S + ?f 
y-^-(x 2 + y 2 ) 2 ■2x-x.^-{x 1 + y 1 ) 1 ,2y 


V 

= 6 . 


Analisando o dominio (ver figura a seguir), observamos que nao contem a origem e e 
simplesmente conexo. Portanto, / e conservativo em D. 



6 

5 

4 

3 

2 - 

1 



-F 

1 


-F 

3 


x 

-4 


c) f(x,y) = 


y 


'x 2 + y 2 f(x 2 + y 2 f 


em D = (x, v) I x 2 + y 2 < l| 


Temos que rot f = 0 . 
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Analisando do domrnio (ver figura a seguir) observamos que D contem (0,0) e dessa forma 
/ nao e contfnua em D. Portanto, f nao e conservativo em D. 





x 2 + y 2 + z 2 f(x 2 + y 2 + z 2 f \x 2 + y 2 + z 2 ' 3 


d) f(x,y,z) = 

(. 

em D = {(x, y, z)l 0 < x 2 + y 2 + z 2 < l} 
Temos que: 


y 


X 


rotf = 


d_ 

dx 


J 

d_ 

dy 


x(x 2 + /+Z 2 ) 2 y(x 2 + y 2 +z 2 


k 

d_ 

8z 

)~ 2 z(x 2 + y 2 +z 2 )~ 2 


r z .— (x 2 + / + z 2 ^ 
V 2 


. 2 y-y{x 2 + y 2 + z 2 ) 2 z. 


-3 


l + 


f -3 
2 


.-5 


x.— (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 .2z - z(x 2 + y 2 + z‘ 


\— -3 

2 ,2x 
’ 2 


^ — 3 / 2 2 2 ’ 


V -5 / . 5 o \ 

) 2 -2xr — xr(xc 2 + + z 2 y 

V 1 1 ) 




= 0 . 
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Analisando o dommio (ver figura a seguir), observamos que nao contem a origem, sendo que 
D e simplesmente conexo. Portanto, / e conservative em D. 



e) /(x, y,z) = {x 2 sen y + z, ycosy + l,z 2 — xy)em93 3 
Temos: 


rotf = 


= ( 


i 

d_ 

dx 

x 2 sen y + z 

- o)7 + (l 


7 k 

d_ e_ 

dy dz 

ycos_y + l z 2 - xy 

- y)j + (o + x 2 c°s_y)fe *6. 


Portanto, / nao e conservative emSR 3 . 


f) f{x,y)={x 2 +y,y 2 -x)em^R 2 
Temos: 
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j k 

8_ d_ 

dy dz 
y 2 -x o 

= (- 1 - l)fc 

= -2 k. 

Portanto, / nao e conservative em iH 2 . 


rotf = 


i 

d_ 

dx 

x 2 + y 


g) fix, y, z ) = (- sen x + cos x, z, y) emdl 3 
Temos: 


rotf = 


J 

d 


i 

d_ 

ex dy 

sen x + cos x z 


k 

d_ 

dz 

y 


= (i-i)T + o] + ok =6. 


Portanto, f e conservativo em 9i 3 . 


h ) f(x,y) = (senx,c os y) emi H 2 


rotf = 


i j k 

d d d 

dx dy dz 

sen x cos y 0 


= 0 . 


Portanto, / e conservativo em 9? 2 . 


19. Verificar se os seguintes campos vetoriais sao conservativos em algum domrnio. Em 
caso afirmativo, encontrar uma fun§ao potencial. 


333 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 227-228. 


a) / = 2 xi +5 yz j + x 2 y 2 z 2 k 
Temos: 

i j k 

A A A 

dx dy dz 

2x 5 yz x 2 y 2 z 

O campo nao e conservative. 

b) / = ( 1 + ysenx)i + (l - cos x)j 
Temos: 

i j k 

d d d 

dx dy dz 

1 + ysenx 1 - cos x 0 

= (senx - senx)k = 0. 

Portanto o campo e conservative. Vamos entao encontrar a fun§ao potencial, resolvendo o 
sistema: 
du 

— = 1 + ysenx 
dx 

du 

— = 1 - cos X 

_ dy 

Usando a primeira equa?ao temos: 
u = J(l + ysenx)dx + a{y ) 

= x + y(- cos x) + a{y ) 

Levando este resultado na segunda equa?ao temos: 

du da , 

— = - cos x H = 1 - cos x 

dy dy 



dy 


Assim, 


rotf = 
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a=^dy = y + C 

A fun 5 ao potencial e dada por u = x-y cos x + y + C. 


c) / = In xy i + In yz j + In zxk 


k 

d 

dz 

In zx 


Portanto o campo nao e conservativo. 


rotf = 


i 

d 

dx 

II n xy 


J 

d 

dy 

lnyz 


* 0 . 


d )/ = 

r 2 y ) 

+ -3-V— 

i + 

( 1 ^ 
1- 2xy + 2y 


^ x +xy J 


V x+ y J 


Temos: 


rot f = 


i 

d 

dx 


y 


x +xy 


x + y 


J 
d 
dy 

- + 2xy + 2y 


k 

d 

dz 

0 


rotf = 


-1 


(x+y) : 

-1 

■ + 


■ + 2y -2y + 


(x 2 + xy)l- y(x) 
(x 2 +xy J 


x + xy - xy 


(x+y) 2 x 2 (x + y) 2 


= 0 


Portanto, o campo e conservativo em dommio simplesmente conexo que nao contem pontos 
da reta y = —x. 

Vamos entao encontrar a fungao potencial, resol vendo o sistema: 
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dx x + xy 

du 1 

i TT _ + + 2y 

[qy * + y 

Usando a primeira equa?ao temos: 

£-y>- 3-V- 

ox x + xy 


u = J y 2 - 3- 


y 


\ 


y 2 x 


-3x-\ 


x +xy j 

y 


c(x+y) 


I dx 
dx 


A- 


mi x+ y 


dx 


y 2 x- 


■ 3x - ln|x| + ln|x + y| + a(y) 

Levando este resultado na segunda equa?ao temos: 

du l da 1 

— = 2yx + + — = + 2xy + 2y 

dy x + y dy x + y 

da 

— = 2y 
dy 

2 

a = ^2ydy =2^- + C =y 2 +C. 

A fun?ao potencial e dada por u = xy 2 -3x- ln|x| + ln|x + y| + y 2 + C . 


e) / = (lOxz + ysenxy)i + xsenxy j + 5x 2 k 
Temos: 


rot f = 


i 

J 

k 

d 

d 

d 

dx 

dy 

dz 

10xz + y senxy 

xsenxy 

5x 2 


(lOx-lOx) j + (yxcosxy + senxy - y cos xy.x- senxy)k 


= 0 . 


336 



Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 227-228. 


Portanto, o campo e conservative. Vamos entao encontrar a fun?ao potencial, resolvendo o 
sistema: 


du 

— = 10 xz + ysenxy 
dx 

du 

dy 

dz 


xsenxy 


Usando a primeira equa§ao temos: 
dii 

— = 10xz + ysenxy 
dx 


m = | (lOxz + ysenxy) dx = 10zy + -cos xy + a(y,z). 

Levando este resultado na segunda equa§ao temos: 

du da 

— = xsenxy H = xsenxy 

dy dy 

da ^ j / \ 

— = 0 + b(z) 

dy 

a = b(z) 

Usando a terceira equa?ao temos u = 5 zx 2 — cos xy + b(z) : 

du 

dz 


c 2 db ,2 
■ = 5x + — = 5x 


dz 

dz 


=>b = C 

A fungao potencial e dada por u = 5x 2 z- cos xy + C 


f) f = e x I + 2e y ] + 3e z k 
Temos: 
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i j k 

7 d d d 

rot f = — — — 

dx dy dz 

e x 2e y 3e z 

= 6 


Portanto, o campo e conservative. Vamos entao encontrar a fun§ao potencial, resolvendo o 

sistema: 

du , 

— = e 
dx 

— = 2e y 
< dy 


— Jtc 

l dz 

Usando a primeira equa 5 ao temos: 

du x 
— = e 


u = J e x cbc = e x + a(y, z ) 

Levando este resultado na segunda equa?ao temos: 

du da _ v 
— = — = 2e y 
dy dy 

a = J 2e y dy = 2e y + b{z) 
u = e x + 2e y +b{z) 

Levando este resultado na terceira equa§ao temos: 

du _db _ 
dz dz 

b = \ 3e z dz = 3e z + C 


A fun§ao potencial e dada por u=e x +2e y + 3e z + C . 
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20. Encontrar uma fungao potencial para o campo / , no dommio especificado: 


a) fix.y.z}- 


[x 2 + y 2 + z 2 f'(x 2 + y 2 + z 2 j’ (x 2 + y 2 + z 2 f 


em qualquer dommio 


simplesmente conexo que nao contem a origem. 

/ e conservative em qualquer dommio simplesmente conexo que nao contem a origem. 
Vamos entao encontrar a fungao potencial, resolvendo o sistema: 


du 

X 

dx 

(x 2 + y 2 + z 2 f 

du 

y 

dy 

( x 2 +y 2 +z 2 f 

du 

z 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 


Usando a primeira equagao temos: 


du ( 2 2 2 Vr 

— = x(x +y +z Y 


—J 

u = | x(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 dx 


1 (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 


+ a(x,y) 


Aplicando na segunda equagao temos: 


- 1 , da 


°± = -( x 2 + y 2 + Z 2 y.I± .2y + ^ =y (x 2 + y 2 + z 2 y 


2 , 2 , 2 ' 


A • ^ A 

Assim, — = 0 . 

by 


= b(z) 


u = -[x 2 + y 2 + z 2 


) 2 +b(z) 


Aplicando na terceira equagao temos: 
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Su =^(x 2 + / + z 2 ) 2 .2z + ^-= z{x 2 + y 2 + Z 2 ) 


dz 2 


dz 


M =0 ^ b = c. 

dz 


u = 


1 


l 


2 2 2 
x +y +z 


+ C. 


b) f(x,y,z) 


2x 2 y 2 z 

2 2 2 ’ 2 2 2 ’ 2 2 2 

yx +y +z x +y +z x +y +z J 


em qualquer domrnio simplesmente conexo que nao contem a origem. 

/ e conservative em qualquer domrnio simplesmente conexo que nao contem a origem. 
Vamos entao encontrar a fungao potencial, resol vendo o sistema: 


du 

2x 

dx 

(x 2 + y 2 +z 2 ) 

du 

2y 


(V + / + Z 1 ) 

du 

2 z 

dz 

(x 2 + y 2 +Z 2 ) 


Usando a primeira equagao vem: 

du _ 2x 

8x x 2 + y 2 + z 2 


u = f — r 5 jdx = ln|x 2 + y 2 + z 2 \ + a(y,z). 

J x + y + z 1 1 

Aplicando na segunda equagao temos 

du _ 2 y da _ 2 y 

dy x 2 + y 2 + z 2 dy x 2 + y 2 + z 2 



dy 

a = b(z) 


Usando a terceira equagao temos: 
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du 


2 z 


+ db__ 


2 z 


dz x +;y +z dz x +y +z 

^ = 0 ^b = C 
dz 

A fungao potencial e dada por: u = ln|v 2 + y 2 + z 2 \ + C . 


c) f(x,y,z) = (ye z ,xe z ,xye z ) 

/ e conservative em iK 3 . 

Vamos entao encontrar a fungao potencial, resol vendo o sistema: 

du 

dx 

du 

du 

l dz 


ye 


= xe 


xye 


Usando a primeira equagao temos: 

du 


dx 


ye 


= | ye z dx = ye z x + a(y,z) 


Aplicando na segunda equagao temos: 


du 

dy 


= xe 


da 

dy 


= xe . 


*=0 

dy 

a = b(z ) 

Usando a terceira equagao temos: 

du , db . 

— = xye H = xye . 

dz dz 

— = 0=>b = C 
dz 

A fungao potencial e dada por: 
m + C . 
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CAPI TULO 7 

7.6 - EXERCf CIOS 


pag. 241 -244 


1. Calcular jj/(x, y) dx dy , onde: 

R 

a) f{x, y) = xe xy ; R e o retangulo: l<x<3;0<y<l. 


3 1 

1 1 x e** dy dx 
i o 

\xe xy dy = e xy 
0 


1 

0 


= e x -l 



(3-l) = e 3 -e-2 


b) / (x, y) = y ; R e o retangulo : 0<x<3; 0<y<l. 


13 13 1 

y dx dy = J dy = j (e 3y - 1 j dy = 


o o 


0 0 


1 3y 
-e J -y 
v3 


3 


c) f(x,y) = x cos xy ; R e o retangulo : 0 < x < 2; 0 — y — 


1 1 x cos xy dy dx 
o o 

71 
2 

| x cos xy dy = sen xy | *' 2 = sen 

r\ 2 


X TC 


} 71 2 ( TC \ 

sen — x dx = — I— cos— x] 

{2 x\ 2 / 


r 


TC 


TC 


cos — • 2 - cos 0 
v 2 


--(-i-i) 

TC 


d) /(x, y) = y In x ; R e retangulo : 2 < x < 3; 1 < y < 2. 


1-1 3_i 

3~3 e 3' 


71 

2 ' 


4 

7Z 
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2 3 

1 1 y In x dx dy 
1 2 

| In x dx 


u = In x 
dv = dx 


-» 

-» 


du = — dx 

x 


x + c 


v = | dx = 

[lnx dx = (in x)- x- fx — dx = xlnx-x 

J J x 

3 3 

jinx dx = (xlnx-x)| 2 = 31n3-3-21n 2 + 2 = 3 In 3-2 In 2-1 


Jy (3 In 3 -2 In 2-1) dy = (3 In 3-2 In 2-l) 


y 


= (3 In 3 - 2 In 2 - 1) • 


n 

2v 


— (3 In 3-2 In 2-1) 


e) f(x,y) = - 


x + y 


R e o quadrado : 


z z ^ 

[ [ dx dy 

11 x + y 


! T^~ ln \ x+ y\ i -In |2+ yl-in |1 + 


x+y 


z 

J(ln|2 + y|-ln|l + y|) dy 
1 

Resolvendo as integrals temos: 
Jin (2+ y) dy 


du = - 


w = ln(2+_y) — » 

dv = dy — » 

Jin (2+ y) dy = ln(2+y)-y-Jy 


1 


dy 

2 +y 
= J dy = y + c 

1 


2 + y 


dy 


= y In (2+ y)- J 


y 


2+y 


dy 


= y in ( 2 +y)- f 1- 


dy 


2+y 

= y In (2 + y ) - y + 2 In (2 + y ). 


l<x<2; 1< y<2. 
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:4 In 4-3 In 3-1 


= 3 In 3-2 In 2-1 


Assim, 

2 

Jin (2 + _y) dy = In (2+ y)- y + 2 In (2 + j)) 

1 

2 2 

Jin (1 + 37) dy = y In (l + 3;) — j + ln(l+j)| 

1 

r dx 

1 *+.y 

2 

J(4 In 4-3 In 3 + 2 In 2) dy = 4 In 4-6 In 3 + 2 In 2 = 101n2-61n3. 


■ = 4 In 4-3 In 3-1-3 In 3 + 2 In 2 + 1 = 4 In 4-6 In 3 + 2 In 2 


2. Esbo£ar a regiao de integra 5 ao e calcular as integrais iteradas seguintes: 


1 2k 

a) 1 1 (lx + 4 y) dy dx 

o * 

Temos que: 

Jx < y < 2x 

jo < x < 1 



2x 

f v 2 l 

II 

+ 

h 

(N 

2xy + 4- 


2 

^ y 


2x(2x-x) + 2^4x 2 -x 2 ) = 2x 2 + 6x 2 = 8x 2 . 


i 


I 


8x 2 


0 


dx = 8 



3 


0 


8 

3' 
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2 y 

J J ( [xy 2 + x ) dx dy 


2 >! 

b) j j 

0 -y 

Temos que: 

f- y < x < y 

|o<y<2 

Veja grafico a seguir. 



y 

( 2 2 ^ 

f (xy 2 + x) dx = 

2 x x 

y — + — 

J \ / 

2 2 

~y 

^ J 


=yb 2 


jo dy = 0 




e 1 

c) | | x dy dx 

1 lnx 

Temos que: 

Jin x < y < 1 

|l < x < e 

Veja grafico a seguir. 


345 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 241 - 244. 



[ x dy = xyt =4!- ln 

J y lln x 

In x 



x In x 


J (x - x In x) dx 

i 

Resolvendo a integral temos: 
| x In x dx 


u = In x 

dv = x dx 


-> 


dii = — dx 
x 

v = | x dx = 


- + c 


f x In x dx = In x • — — f — •— dx = — In x - 
J 2 J 9 r 9 


x 1 2 * 4 1 


2 x 


x 

~2 


1 ±L 

2 2 


- + c 


Portanto. 

f(x-jclnx) dx = A — A- ‘In x+^-x 

J 9 9 A 


JC 2 JC 2 12 


2 2 i 

e e . 1 2 

— In e + — e 

2 2 4 


1 2 _3 

~ 2 2 4* 4 

= i e 2 -- 

4 e 4' 


11 
2 4 


e In x * 

1 o e e 
Temos: 

0 < y < In x 


dy dx 


[1 < x < e 

Veja grafico a seguir. 
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k sen x 

e) | | y dy dx 

0 0 

Temos que: 

f 0 < y < sen x 


[0 < x < 7T 

Veja grafico a seguir. 

3p 


2 - 


X 



-1 

-2 
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sen a 

\ydy- 


= — sen x 
2 


f 1 2 . _ 1 I 1 1 

— sen x ax - — I — sen x cos x + — x, 

J 7 2 V 2 2 ) 


if 1 1 ] 

— — sen n cos n + — n + - 
2 v 2 2 : 


1 Vl-3’ 2 

f) | Jx dxdy 
0 0 

Temos que: 

jo< x < -y/l- y 2 
|o< y<\ 

Veja grafico a seguir. 

“r 




1_ 

2 



2 


j(4- 

1 0 

-~y 

dy = 

( 

1 1 

- y 

3^ 


2 J 

2 2 

3 




J 


1 1 
2 6 


_j_ 

3' 


1 V 4-* 2 

g) | | x dy dx 
Temos que: 

jVl-x 2 < j < a/4-x 2 

Veja grafico a seguir. 


sera 0 cos 0-0 = — n 

J 4 
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/ 2 \ 3 / 2 

HI 

3/2 


:4pf4(0)4(3f-i.0 = 0 


1 Vx 

h > \\ 2x y dy dx 

0 a: 2 

Temos que: 

\x 2 < y < Vx 

ios.si 


Veja grafico a seguir. 
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4x 

\2xy 


dy = 2x- — 




= x(x-x 4 ) = x 2 


1 

( 3 

6 ^ 

J(x 2 -x 5 ) dx = 
o 

X X 

1 6~ 

2 x 

V 

J 


i) 1 1 y In x dy dx 


i o 

Temos que: 

j0< y < x 

[l < x < 2 


Veja grafico a seguir. 



I 

6 


■l 


l 


y In x dy = In 





Vamos resolver a integral 


J 

2 

J 

1 


v 3 . v 3 1 1 1 r 3 

x 2 In x dx = In x f dx--x 3 lnx he 

3 J 3 x 3 3 3 
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i y 

j) \\Jx+y dxdy 

0 0 

Temos que: 


|0<x< y 
[0<y<l 

Veja grafico a seguir. 



Resolvendo a integral vem: 

J -yjx + v dx = j(x + v)' 2 dx = — — — 


= f(2 yf 2 -h 


3/2 


j2j 2 3/2. ); 3/2_ ;y 3/2 






V 


3/2. Z 


5/2 5/2 \ 


5/2 5/2 


-\ 2 3/2 ---- 

5 5 


_4 

15 


(2V2-1) 


1 1 

k) J J sec 3 x dy dx 

0 0 

Temos que: 

f0<y<l 

[0 < x < 1 

Veja grafico a seguir. 
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| sec 3 x dy = sec 3 


*y 


= sec x 


r 3 , i if , l 1,, i 

J sec x ax- — sec x-tg x + — J sec x ax- — sec x-tg x + — In |sec x + tg x\ + c 


f sec 3 x dx = ( — 

l \2 


sec x-tg x + — In |sec x + tg x\ 


0 


= sec 1 • tg 1 + ^ In (sec 1 + tg l) - ^ 


= — sec 1 • tg 1 + — In Isec 1 + tg l| 
2 2 1 1 


i i 

»Lf| x+ y I dxdy 

o -1 

Temos que: 

f- 1 < jc < 1 

[O < y < 1 

Veja grafico a seguir. 



I— 

'y 




X 

-1 

i 


In sec 0 
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\*+y\ = 


ix+y , x+y> 0 
[-jc- y , x+ y < 0 


1 -y 


1 o 


dx dy = J J (jc + y) dxdy + J J (jc+y) dxdy + dx dy = 

0-1 0-1 0 -y 0 0 

1 -y 10 11 

= j j (-x- y) + + dx dy = 


0 -1 


o-y 


0 0 


n £ 


dy + j 


X 

h y x 

2 


A 


J 


dy+\ 


( 2 


A 


x 

1- y x 

v 2 j 


dy = 


=JI“V + l + (-*) ty+W-^-yi-y) 




J 


dy+ II ^ + yj dy = 


,3 3 , 2 , 3 3 , 2 

1 y y 1 ylyyl y 

— — — b — — I — y — — — + — + -y + — 

23 3 2 2 23 3 2 2 

V 7 


o 


1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 , -2 + 4 + 6 8 4 

= — + - + +-+-+-= — + - + 1 = = _ = — 

63226322 63 6 63 


1 14 

m) J J (x 2 - 2 y 2 ) dy dx 

-i-i 

Temos que: 
f-l< y <|x| 
|-1<x<1 
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j(x 2 -2/) dy = 


3 A 

2 0 y 

x y ~ 2 'Y 

J 


-X X 


+ l)- — ^|x| 3 + lj = x 2 |x| + x 2 - — |x| 3 - — 


2^ 


x 2 (-x) + x 2 -|-(-x) 3 -| 


. _}( 3 2 2 3 2 ^ 
dx — I —x + X H — x — 

il 3 3y 


dx = 


C A 3^4 
A' A' 2 X 

~T + T + 3’T 


V 




1 

1 

1 

2 ( 



= — + 



— = — 



4 

3 

6 

3 l 

ff 3,2 2 3 2 

dx = 

f 4 3 

X X 

2 

/ 

3 

2 


1 

. 


A 

J 0 l 3 3 J 


4 3 

3 

’ 4 

3 





J 


-3 - 4 + 2 + 8 
12 


-3 _ -1 

12 _ T 


-1 1 1 2 3+4-2-8 

~ 4 3 6 3 _ 12 


/? ._I_I = z ^ = zi 

'4 4 4 2 


2 A+l 

n) 1 1 x 2 dy dx 

-i o 

Temos que: 

J0< y < a + 1 

{-1 < A < 2 


Veja grafico a seguir. 



A + 1 


| a 2 dy = x 2 y 


A + 1 

0 


= A 2 (a + 1)= A 3 +x 2 


2 4 3 

f (a 3 + a 2 ) dx = — + — 
V 4 3 


27 
4 ' 


o 

3 

2 

A 

3 

7-i 


-3 _ -1 

12 _ T 
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3. Inverter a ordem de integragao: 

4 y/2 

a) Jj7(* , y) dx dy 

o o 

Veja a representagao grafica e analftica da regiao de integragao. 


-l 



X 


jO < x < y/2 
[0 < y < 4 

Portanto, 


2 4 



0 2x 


b) J dydx 


0 x 3 

Veja a representagao grafica e analftica da regiao de integragao. 


2 - 


1 



X 


-1 


1 
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lx 3 < y <x 2 

josxsi 

Portanto, 

l l[y 

II* , >’) dx dy 

0 y[y 


2 e x 

c) J | fix , y) dy dx 


i o 


Veja a representagao grafica e analitica da regiao de integragao. 



\0<y<e x 

\l<x<2 

Portanto, 

el e 1 1 

II* ,y) dx dy + IS* ,y) dx dy 

0 1 e In y 

3 -x 2 +2x+3 

d) J $f(x,y)dydx 

-i o 

Veja a representagao grafica e analitica da regiao de integragao. 
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Jo < y < -x 2 + 2x + 3 
{- 1 < x < 3 

Portanto, 

4 l+j4-y 

I If (4 , v ) dx dy 

0 l-j4-y 


7i / A senx 

e) J \f{x , y) dy dx 

o 2J2 

X 

n 

Veja a representa 5 ao grafica e analftica da regiao de integragao. 



357 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 241 - 244. 


2V2 


< 


n 


x< y < sen x 


0<x< 


n 

4 


Portanto, 


nj 4 sen x 

J { f{x,y)dydx 

0 2J2 

x 

71 


n y 

•fill 2V2 

J jf(x,y)dxdy 

0 arcsen y 


2 y 2 

f) J J/(x,y) dxdy 

0 0 

Veja a representagao grafica e analftica da regiao de integragao. 



jo < x < y 2 
jo < y < 2 

Portanto, 

4 2 

JJ/(* , y) dy dx 

0 Vx 


1 3x 

S) fff(* , y) dy dx 

0 2x 

Veja a representagao grafica e analftica da regiao de integragao. 
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2x < y < 3x 
0 < x < 1 

Portanto, 

2 v/2 31 

JJ/(* , >’) dx dy + Jf/(* , >’) dx dy 

0 y/3 2 y/3 


4. Calcular jj (x + 4) dx dy , onde Re o retangulo 0 < x < 2 

R 

geometricamente. 


JJ(x + 4) dx dy 

o o 

2 

J(x + 4) dx 

o 

6 

J io ^ = 103; 


fx 2 

A 

1 /I V 

l 2 

J 


= 60 


= 2 + 8 = 10 


0< y<6. Interpretar 


Volume do solido com base retangular e superiormente delimitado pelo piano: z = x + 4. 


5. Calcular jj (8 - x - y) dxdy , onde Re a regiao delimitada por y = x 2 e y = 4. 

R 

Segue a regiao de integra§ao. 
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6. Calcular j| Vx sen (fiy) dx dy onde R 6 a regiao delimitada por 



Assim, 
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7t/ 2 ■sfx 

sen ( \fx dy dx 

oo 

4* 


| sfx sen[^Jx _yj dy = -cos(\fxy) |^* = -cos x + cos 0 = -cos x + 1 


o 

nfl 


J (l-cosx) dx = (x-senx ) | q = --sen — = — - 1 


7. Calcular jj sen x sen y dx dy onde Re o retangulo 0 < x < — e 0 < y < 


7tj 2 Jtj2 


| | sen x sen y dx dy 


0 0 

Tr/2 


r 71 1 2 71 

J sen x sen y dx = — COS XSCYiy — -sen y cos — + sen y cos 0 = sen y (-0 + 1) 


o 

tt/2 


J sen y dy = — COS y 


tt/2 


7Z 


— — cos — F COS 0 = 1 
0 2 


8. Calcular IT x dydx onde R e o retangulo 1 < x < 2 e - 1 < y < 1 . 
x 


fflJm dxdy 


ry In x , 

j— dx= y- 


(in x) z 


= — (in 2 2 ) 
2 v ’ 


Km 2 ) 2 . 

\ —x^y d y= 


-1 


(fa 2 f y 2 

2 2 


K (in 2) 2 (l-l)-0 


9. Calcular JJ(* 2 + y 2 ) dxdy onde Re a regiao delimitada por 

R 

y = y[x e x = 4 e y = 0. 


n 

2‘ 


= sen 


Veja a representagao grafica da regiao: 
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Assim, 

2 4 

J J [x 2 + J 2 ) dx dy 
0 / 




C 3 'N 


dx = 

A 2 

— +/* 

y 2 


v * y 


64 2 J 6 4 

— + 4y 2 - — -y 4 
3 3 




2 


0 


10. Calcular jj 


dy dx 

J^yf 


onde Re o retangulo 3 < x < 4 e l<y <2. 


4 2 

If 


dy dx 

i { x+ y ) 2 


J( x + y)~ 2 dy = 


-1 1 

■ + ■ 


(x+j) 1 


-1 


-1 




-1 1 

■ + ■ 


x + 2 x + 1 


x + 2 x + 1 


.4 

dx = ^ — In |x+2|+ln |*+l|) =2 In 5 — In 3 — 3 In 2 


1 1 . Calcular jj (2x + y) dx dy onde Re a regiao delimitada por 

R 

x = y 2 - 1 ; x = 5 ; y = - 1 e y = 2. 
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| J (2 x+y) dxdy 

-ly 2 -l 


5 

r / 

(r 2 1 

I (2x+y) dx = 

2 +yx 

y 2 -l 

^ ^ J 


= -y 4 -y +2y 2 +6y + 24 



-y 3 + 2y 2 + 6y + 24) dy 


y 5 


V 


— — v2 2^+6 — — h24y 
4 3 2 


r r X 1 

12. Calcular — —dxdy onde R e a regiao delimitada por y = x ; y = — 

J r y x 

Veja a representa§ao grafica da regiao, a seguir: 



1533 

20 


e x = 2 . 
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13. Calcular jj (x + yjdxdy onde Re a regiao delimitada por 

R 

y = x 2 +l ; y = - 1-x 2 ; x = -l e x = l. 

Veja a representa§ao grafica a seguir: 



Assim, 


1 a 2 +1 

1 + y) dy dx 

-1-1-x 2 


a +i y 

[(* + y) dy=xy +— — 

- I -* 2 2 


- x(x 2 + 1)- 


. Fl±l) 


-x(-l-x 2 )- 
2 v ’ 2 


fcizfi- 


= 2x 3 + 2x 


J ( 2x 3 + 2x) dx = 0. 

-i 


14. Calcular jj e~ x dx dy , sendo R a regiao delimitada por x = 4y ; y = 0 e x = 4. 

R 

Veja a representa§ao grafica da regiao a seguir: 
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4 */ 4 

1 1 e~ x dy dx 

o o 


I 


0 


dy = e 



0 


X 

4 


|± 

J A 


-1 1 


x e x dx = 

4 2 4 




8 8 


V 


16 

e J 


15. Calcular || (x + 1 ) 

R 


dx dy , sendo R a regiao delimitada por |x| + |y| = 1 . 


Veja a representa§ao grafica a seguir: 
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1 1-y 


0 l+y 


J J (x + l) dxdy + j* | (x + l) dxdy 


0 y - 1 

l-y 


| (x + l) dx = 


y - 1 


' 

\~x 

V 2 , 


l-y 


y— i 






1 dy = 

f-i 0-y) 

i 3 i 

(i-+ 

I 2 11 

U-i) 

i 3 i 

(y-i) 

n 

2 

V 

3 


2 

2 

3 


2 

J 


= 1 


XT y 

J (x + l) dx- 


(* +i y 

2 


l+y 


-y-i 


(l + y + l) 2 (-y-1 + 1) 2 _(y + 2) 2 (-y) 2 _(y + 2) 2 y 2 


2 2 


°rf(3 2 + 2) 2 y 2 "" 

dy = 

1 (y+2) 1 

Jj 2 2 


2’ 3 2* 3 

v J 


= 1 


Resposta Final: 1+1=2. 


16. Calcular jj 2y dx dy , sendo R a regiao delimitada por y = x 2 e y = 3x-2. 

R 
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2 3x-2 

| | 2 y dy dx 

i * 2 


3*-2 

| 2 y dy = 



3x-2 


(3x-2) 2 -x 4 


}[(3*-2) 2 -* 4 ] 

1 


" 1 (3jc-2 ) 3 
3* 3 



5 

J 


4 

5' 


17. Calcular jj x dxdy , sendo R a regiao delimitada por 

R 


A 3 5 
y = -x . y = 4x e y = 2 x+ 2' 

Veja a representa§ao grafica da regiao a seguir: 



I yl 4 

II 

0 -y 


4 y/4 


| | x dx dy + 1 | x dx dy = — - + — = 0 


(y- 5/2) 


18. Calcular j| y dxdy , sendo R a regiao delimitada por 

R 

x = 0 , x = y 2 + 1 , y = 2 e y = —2. 

Veja a representa§ao grafica da regiao a seguir: 
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2 y 2 +l 

| | y dxdy 

-2 0 


/+! 

j y dx = y X 

o 


y 2 +i 

o 


y(y 2 +i) = y 3 + y 


\{y , +y)dy 


-2 




V 



16 416 
4 2~T 



19. Sejam /?(x) e q(y ) fungoes contlnuas. Se R e o retangulo [a,7>]x[c,d], verificar que 

6 d 

J J pWtfM = j Pi*) dx • J q(y) dy . 


d b 


ffpMtfM dxdy= fq(y) fp(x ) dx dy = \p(x) dx-\q(y) dy 


20. Calcular jj (x + y) dx dy onde Rea regiao descrita na figura 7.17. 

R 

Veja a representa§ao grafica da regiao a seguir: 
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0 y/4 1/2 y/4 


1/2 4 y 

n 

o y / 4 


1/2 


f 2 


| J (jc+ / dxdy = J 




1/2 


d y = \ 


y/4 




1 / 2 / 

4y = J 8y 2 +4y 2 

0 V 


1/2 


= 1 


375/ 

32 


dy 


375 

/ 

1/2 

_ 375 

32 ‘ 

3 

_ 768 

0 


y--W 

32 4 




2 l/y 

J J (jc+ y) dxdy = J 

1/2 y/4 




1/2 




Vv 


y/4 


, rf 1 1 11/ y 

= ^ + y y- — 

i/ 2 v 2 / y 2 16 4 




1 y" 1 . 1 y 2 

— . 1_ y . 

2-1 32 3 


l.y 

4 3 


3 A 


1161 
768 ' 


Resposta Final: 


1161 375 

768 + 768 


1536 

768 


21. Calcular jj (l + x + y) dxdy onde R e delimitada pelo triangulo de vertices (1,1), (1,2) 

R 

e (2,-1). 

Veja a representa§ao grafica da regiao, a seguir: 
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2 -3x+5 

J J (l + x + y) dy dx 

1 -2x+3 


f 


2 A 


j+xy+ 


y 


v 



22. Calcular jj xdx dy onde Red regiao descrita na figura 7.18. 



J j x dy dx 




■J}, 


II 

1 

f 

1 

/„ 2 \ 3 / 2 ^ 
y~ x ) x 2 

2 

3/2 2 




J 


•B 


23- JJ 


dx dy 


t]\- x + y 


, onde Rea regiao descrita na Figura 7.19. 
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n 


dx dy 


-i -fi-x+y 

j(l-jc — y) 1/2 dx = — 


(i--y+y) 


1/2 


1/2 


= -2(l-(-j) + j) 1/2 + 2(1 + 1 + j) 1/2 = -2(l + 2j) 1/2 + 2(2+ j) 1 


\ 1/2 


r 


j[-2(l + 2 7 ) 1/2 + 2(2 + } ;) 1/2 ] dy- 


1 (l + 2 y f +2 ( 2+y f^ 


\l/2 


- 2 — 

2 3/2 


V 


3/2 


=^ + rH- 


24. Calcular jj e x dy dx onde Re a regiao descrita na Figura 7.20. 

R 



1 X 

J J dx 

0 0 


i 2 

1 

1 

1 2 


r 2 x 

dx= \e x 'X dx = — C 

0 

o 0 

o 

(N 
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CAPI TULO 7 
7.8 - EXERCf CIOS 
pag. 254 - 256 

1. Calcular j* |(x 2 + y 2 J dxdy onde Re a regiao da Figura 7.32. 



Temos: 



n 0 


2 


r 



n 



2 


64 n 64 n 

~6 2 6 2 


32 

7T. 

3 


2. Calcular 


| | sen(x 2 + v 2 ) 


dx dy onde Re a regiao da Figura 7.33. 



Temos: 


372 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 254 - 256. 


n 2 


0 0 


} 1 ( 2 ) 

z 

}( 1 „ n 


1 1^1 

— 1— cos r 

dO = f — cos 4 + — 

d6 = 

— cos 4 + — 

J /") V ' 

0 Z 

J ol 2 2) 


l 2 2J 


n . 


3. Calcular J J , 

R 1 


- + X +y 


, onde Re a regiao da Figura 7.34. 



Temos para a regiao do primeiro quadrante: 



Para a regiao do terceiro e quarto quadrante temos: 



Portanto, a resposta final fica: — in 5 . 

8 

Observe que tambem poderia ter sido calculada so uma integral com r variando de 0 a 2 e 

6 variando de -n a — . 

4 


4. Calcular f f 

* R ^ 


(1 


dx dy 

+ x 2 + y 2 J 2 


onde Re a regiao da Figura 7.35. 
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Temos: 



5. Usando coordenadas polares, calcular: 


4 

a) | |(x 2 + y 2 ) dx dy 

o o 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 
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x 1 2 =4y-y 2 
x 2 + y 2 -4y = 0 
x 2 +(y- 2) 2 =4 

0<x<^4 ~y--y 2 
Q<y<4 


4 sen 6 

n/2 . 

d0= [ — • 256 serf 6 d6 = \2n 

J 4 
o ^ 

0 

2 V4-* 

b) | | y dy dx 

-2-^x 1 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 


n/2 4 sen 0 


| | r 2 -r dr dd = | 


71/2 y 


0 0 



-V4-X 2 < )> < V4-X 2 

-2<x<2 


2n2 2 n 

|| r sen 6-r dr dO = | S6U 0 


0 0 


2 r 8 8 

= [ sen 0 ■ - dd = COS 0 

J Q r\ 


In 


(1-1)= 


1 Vi -* 2 

c) | | y dy dx 


-1 0 


Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 
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o<y < Vi-x 2 

-i<x<i 


n 1 


71 


| J r sen 6-r dr d6 = ^ sefl 0 

0 0 0 





71 


cos 6 


0 




(- 2 ) = 




Veja a representa§ao grafica da regiao de integragao. 
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0 < x<<sjy-y 2 
0<y<l 


2 2 

x =y-y 

x 2 + y 2 -y = 0 


x 2 + 



1 

4 


7i / 2 sen 6 nj2 

J | r sen 0 ■ r dr dO = J sen 0 — 


dO = J - sen 4 d dO - 


V 

3 


— — sen 3 0 • cos 0+—1 sen 2 6 dO 
V 4 4 


— sen 3 6 • cos 0+— 
12 


1 1 ^ 

— sen 6 • cos 0 -\ — 0 

v 2 2 


«/2 


71 

16 


i Vi -* 2 

e) J J “J 2 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 




f) | dxdy 


0 y 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 
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4 

3 


•V2 


2 y 

g) J J x dx dy 
0 0 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Esta integral tem uma resolugao mais simples se resolvida em coordenadas cartesianas, 
mas e possivel resolve-la em coordenadas polares como segue: 

n 2 


2 y 


2 send 


{{* dxdy = \ { 

0 0 n 0 


rcos O.rdrdO 


4 


|8cos^ # = 4 
{ 3sen 3 0 3 
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h) J J V * 2 + y 2 dy dx 

o o 

Veja a representa 5 ao grafica da regiao de integragao. 



V 2 a 

| | r r dr dO 

o o 


tt/2 y 

J- 

i 3 


dt>=j 


^ a 3 



tt/2 


0 


0 


n a 3 

~6~ 


2 

i) | J x dy dx 

0 0 




n 

2 ' 


6. Calcular J J ^[x 2 + y 2 dxdy , sendo R a regiao delimitada por 


x 2 + y 2 = 1 e x 2 +y 2 =9. 


cos 4 0 dd = 
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Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Temos: 


2^3 


In 


||r • r dr d6 = | 

o 1 o 




1 

3 



2k 


0 


26 

~3~ 



7. Calcular | | e 2 ^ x +y ^ dxdy , sendo R o cfrculo x 2 +y 2 <4. 
Temos: 


2k2 



0 0 




n 

4 J 


dd = 


1 

— e 
V 


4 



8. Calcular f | x dx dy , sendo R a regiao delimitada por x 2 + y 2 - 4x = 0 . 
Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Temos: 
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n/2 4 cos# Tifl y'J 

| | r cos Or dr dO = J COS 0 — 

-*/2 0 - jt /2 3 


4 cos# 


"7^ -I 

dO = J - cos 0 ■ 64 cos 3 6 dO ■ 


-n/2 ' 



9. Calcular 1 w- + y 2 ) dxdy , sendo R a regiao interna a circunferencia x 2 + y 2 = 4y 

externa a circunferencia x 2 + y 2 =2 y . 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



e 


n 4 sen 6 

J j r2 - r 


0 2 senO 


dr d& = j 


4 sen 0 


2 sen 0 


Tt -j Tt 

dd — J — (256 sen A 6 — \6 sen A 0^ dO — J* 60 sen A 0 d6 — 

o 4 o 



10. Calcular f \ y dxdy , sendo R a regiao delimitada por 

J R J 

y = x , y = 2x e y = a/4-x 2 . 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 
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l 

arc cos — = 1 . «- 

yJ/5 2 arc cos 1 / a/5 

| J r send r dr dO = J 

n/A 0 n!\ 


r 

senO — 
3 


arc cosI/a/J 

de= J 


n!\ 


g 

— senOdO 
3 


8 * 

— cos 0 

3 


'4s 


—Sy/E 4a/2 
15 + ^T 


r r x y 

1 1 . Calcular \xy dx dy , onde R e delimitada por t- — = 1 . 

J r j 4 9 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Para resolver essa questao podemos usar uma dupla transformagao como segue: 

• Usar x = 2m; y = 3v, com o Jacobiano igual a 6, resultando a regiao R’ como um 
clrculo centrado na origem de raio igual a 1 ; 

• Usar a transformagao para coordenadas polares. 


J| xydxdy = jj 2u.3v.6dudv ■ 


R R ’ 

In 1 


In 1 2 n 

- 36 1 Jr cos 6 • rsenO r dr d6 - 36 J cos 6. send - 


0 0 


1 


I d0 = 0. 

0 
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12. Calcular J J yj(x - 1) 2 + (y - if dx dy , onde Re a regiao delimitada por 
(x-lf + (y-2f=l. 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Neste caso vamos fazer a transformagao: 
(x — l) = u x = u + 1 

(y-2) = v y = v + 2 


Jacobiano = 


1 0 
0 1 


= 1 


E posteriormente a transformagao para coordenadas polares. 




2 n 1 

dudv = | | 

0 0 


r.r.drdO 


2n 

T‘ 


13. Calcular f f dx dy sendo R a regiao delimitada pela elipse A(x - 3) 2 + {y-lf =4. 
Interpretar geometricamente. 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Neste caso temos uma tripla transformagao: 
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• Fazendo u = x-3,v = y -2 temos o Jacobiano igual a 1 . A regiao fica delimitada 
por uma elipse centrada na origem; 

• Fazendo u = z,v = 2w temos o Jacobiano igual a 2. A regiao fica transformada em 
um cfrculo centrado da origem de raio 1. 

• A ultima transformagao e o uso das coordenadas polares. 

Assim, temos: 

2n 1 

\\ dxd y=\\ dudv = || 2dzdw = || 2rdrd0 = 2 n. 

R R' R" 0 0 

O resultado obtido representa a area da regiao delimitada pela elipse. 


14. | | (8 -x-y) dxdy , sendo R delimitada por x 2 + y 2 = 1 . Interpretar 

J R J 

geometricamente. 

Veja a representa§ao grafica da regiao de integragao. 



2n 1 2n 1 

JK 8 - r cos 0 - r send) r dr dO = ^ ^(%r-r 2 cos 6- r 2 send) dr dO 

0 0 0 0 


r 1 

= J 4 — cos 0 — send 


l 

3 


dd = 


( 1 1 

4 6 — sen0 -\ — cos 6 
\ 3 3 


i 


= 4 • 2zr + — (l — l) = 8^. 

O valor encontrado representa o volume de um tronco de cilindro. 


15. Calcular | |cos(x 2 +9y 2 ) dx dy , sendo R dada por x 2 +9y 2 <1 e jc>0. 


Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 


384 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 254 - 256. 



Temos neste caso tambem uma dupla transformagao: 

n n 

| | cos (u 2 + v 2 )- dudv = | | cos r 2 - r dr dO = J — senldO 


_n_ 0 
2 


= — n sen 1. 
6 


16. Calcular [ [in (x 2 + y 2 ) dxdy , sendo R o anel delimitado por 

x 2 + y 2 =l6 e x 2 + y 2 =25. 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Temos: 


2;r5 , 2^ 5 ^2n | 2n 

ff(.n r 2 )r drdd = -jr 2 In r-r\ = — J (25 In 25 - 25 - 16 In 16 + 16) d0 = - J (25 In 25 -16 In 16-9) dO 

04 ^0 4 2 Q 2 q 

= 2(25 In 25-16 In 16-9)-2* = 2(25-2 In 5-16-2 In 4-9)-2>r = 2^(25 In 5-16 In 4-9/2). 


17. Calcular jj y dx dy sendo R o cfrculo x 2 + y 2 —4y < 0 . 

R 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 
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n 4 sen 0 


n 


I 


J r send r dr dO =J 

o o 


send. 


\4sen0 

lo 


d6 



sen" 0d6 = 8 n. 


18. Calcular [ [(x 2 + y 2 ) dx dy 


onde R 6 dada por: 


a) Cfrculo centrado na origem de raio a; 

b) Cfrculo centrado em {a, 0) de raio a; 

c) Cfrculo centrado em (0, a) de raio a. 


In a 


4 


2 n jr 

a) | J r 2 r dr d6 = J — 

o 4 


o o 




2 n 4 

- a 


a 

d0 = — 

4 4 


e 


2 n 


n a 


2 2a cos 0 


b) | | r 2 • r dr dO = J 


- 4 

2 r 


_7T_ 0 

" 2 


2 a cos 0 


dO = [ — a 4 cos 4 0 dO = — n . 
14 2 


LA. 

n 2 a sen 0 n y 

c) | | r 2 r dr dO = | 

o 4 


o o 


2 a senO 


dO = f — a 4 sen 4 6 dO = 

J A 


3 an 
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19. Calcular f \xdydx onde Re a regiao do primeiro quadrante delimitada por 

^ R * 

x 2 +y 2 =4 , x 2 +y 2 = 1 , y = x e y = 0. 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



nj 4 2 7 u/4 

| Jrcos^r drdO= J COS 0 


o 1 


V 4 n 7 

do= f — — 7 do = send 
i 3 3 


71 j 4 


7a/2 

~6~ 


7 

— sen 
3 


20. Calcular [ f (36 - 4.r 2 -9 y ) dxdy onde Rea. regiao delimitada pela elipse 

J R J 

2 2 

x y 

— +— = i. 

9 4 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Usamos: 
x = 3u 

y = 2v 

d(*. y) _ 

d(u,v) 
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A regiao R se transforma em R delimitada por u 2 +v 2 = 1 . 

Passando para coordenadas polares, temos: 

In 1 

| j^36- 4 -9w 2 -9*4v 2 )-6 dudv = J J^36-36w 2 -36v 2 )-6 du dv = J J(36-36r 2 )-6- r dr d6 = 

0 0 

In 

d0=\ 54 do = 108^. 


4 ^ 14 ^ 9 / 

21 . Calendar J J(l 44 - 16 ;c 2 - 9 /) 4 r 4 y : 

0 0 





£71 

-\ 


A \ 


r r 

216 • — 216 - 

2 4 , 

V z * J 


Usamos: 
x = 3u 

y = 4 v 
d(x,y) _ 12 
5(n,v) 

A regiao /? se transforma em que e a regiao do primeiro quadrante delimitada por 
u 2 +v 2 = 1 e os eixos coordenados. 

Passando para coordenadas polares, temos: 


2 1 


2 1 


J r J(144-16-9m 2 -9-16v 2 )-12 du dv = j J(l44-144r 2 )-12 - r dr d9 = jj(l728r-1728r 3 ) drdO- 


n 

}f r 2 r 4 ) 

n 

' f( 1 o 

f 1728 1728 — 

d6= f 1728- — 1728 — 

J ol 2 4 J 

0 & 2 


dd = 2\6n. 
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22. Calcular | |(x+v) dxdy, sendo R a regiao delimitada por 

R 

x+y = 4 , x+y = 0 , v - x = 0 e y — x = —l. 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 



Usamos: 
u = x+y, 


v = y-x ou, isolando x e y, y = + v),x = — v) 


dpc, y) _ 1 
d(u,v ) 2 


A regiao R se transforma no retangulo delimitado por u = 0, u = 4, v = 0, v = - 1 . 
Temos, 


IJ [\( u ~ v ) + \( u + v ) 

-10 ^ J 


— dudv = 
2 


0 4 0 

\\ u 1/2 dudv = Jl/2 


u 


-1 


dv = ] 


-i 


16 

~4 



= 4. 


23. Calcular [ \ (x + y) dxdy onde Rea regiao do primeiro quadrante delimitada por 

xy = l , xy = 2 , y = x e y = 4 + x . 

Veja a representagao grafica da regiao de integragao. 
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u-xy , v = y-x 


d(u,v) 
d(x, y ) 
d(x, y ) 


y + x 

1 


d(u,v ) y + x 

A regiao R se transforma no retangulo delimitado por w = l,w = 2,v = 0,v = 4 


Temos: 

4 2 




0 1 


1 

x+ y 


4 

du dv = J u\ x dv = 4. 

o 
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CAPI TULO 7 
7.10 - EXERCfCIOS 
pag. 270 - 272 

Nos exercicios de 1 a 12, calcular o volume dos soli dos delimitados pelas superficies dadas. 

Observa?ao: Para os exercicios de 1 a 12, havera uma escolha de uma regiao de integra?ao 
e a partir dessa escolha tem-se a delimita§ao do solido superiormente e inferiormente, 
entretanto a escolha apresentada nao e unica. 

1. y = x 2 ,y=4,z = 0 e z = 4 

Vamos considerar a regiao de integra 5 ao no piano xz. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo piano y = 4 e inferiormente pela calha y = x 2 , sendo a regiao de 
integra?ao dada por: 
j-2<x<2 

[0< z<4 

Considerando-se a simetria do solido vamos definir o volume como: 


4 2 

V = 2 J J (4 - x 2 )dx dz 

0 0 


Temos: 


| (4 - x 2 )dx = 4x - — 
0 3 


2 

0 


16 

~3~ 


4 



Portanto, 


64 

~3~ 


V=2« 

3 


V = - 


128 


unidades de volume. 


2. z = 4x 2 , z = 0 , x = 0 , x = 2 , y =0 e y = 4 


Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pela calha z = 4x 2 e a base fica em z=0, definida como 
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JO < x < 2 
[0 < y < 4 
Assim, 

4 2 

V = J J 4x 2 dx dy 
0 0 



4 2 

Portanto, V = J J 4x 2 dx dy 

0 0 


128 

^r 


unidades de volume. 


3. z = 1 — x 2 , z = 0 , x + y = 4 e y = 0 

Vamos considerar a regiao de integragao no piano x_v. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pela calha z = 1 - x 2 e inferiormente por z = 0 . A regiao de integragao e dada 
por: 

(0< y <4- x 
J-l<x<l 

A regiao de integragao (base do solido) pode ser visualizada na figura que segue: 



1 4-x 

V = J J(l - x 2 ^jdy dx 

-i o 

= J(x-4)(x 2 -! 

-i 


)dx = — unidades de volume. 
’ 3 
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4. x 2 + y 2 =l,z = 0,z = x 2 + y 2 . 


Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo paraboloide z = x 2 + y 2 , inferiormente por z = 0 e lateralmente pelo 
cilindro circular x 2 + y 2 = 1 . A regiao de integragao, descrita em coordenadas polares, e 
dada por: 
fO < r < 1 


[0 < 6 < 2n 

Assim o volume e dado por 
V = j J(x 2 + y 2 )dxdy 

2n 

= — unidades de volume. 
2 

0 


In 1 In 

= || r 2 • r dr d0= | 


o o 


0 4 


171 \ 1 

d6 = f — d6 = 0 

J A 


lo 


o 4 4 


5. x 2 + y 2 = 4, y + z = 8,z = 0. 


Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo piano z = 8 - y , inferiormente por z = 0 e lateralmente pelo cilindro 

circular x 2 + y 2 = 4 . A regiao de integra§ao, descrita em coordenadas polares, e dada por: 
JO < r < 2 
[O < 6 < 2n 

Assim o volume e dado por 


V=| | (8 -y)dxdy 

In 2 

V=fJ(8 - r sen 0) r dr d6 


0 0 


Sendo que | (8 r - r 2 send) dr = ^~^~ send- 


= 4 • 4 - send ■ — = 16 - — send 
3 3 


V 


2 rY 8 'l 

8 

f 16 — send 

dd =\6d + cos d 

o Y 3 J 

3 


2 n 


= 16 • 2n = 32;r unidades de volume. 


lo 


6. z = x 2 + 1 , z = 0 , v = 0 , x = 0, x = 4 e y = 5 
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Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pela calha z = x 2 + 1 e inferiormente por z = 0 . A regiao de integragao e 
dada por: 

J0<x<4 

[0< y <5 

Assim o volume e dado por 

5 4 

V = jj(x 2 +l)dx dy 
0 0 

Como 



temos, 




380 

^T 


unidade de volume . 


l.z = 9-x 2 -y 2 e z = x 2 + y 2 

Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo paraboloide z = 9-x 2 -y 2 e inferiormente pelo paraboloide 
z = x 2 + y 2 . A projegao da intersecgao entre os dois paraboloides e circular centrada na 
origem e tern raio 3/42, descrita em coordenadas polares como: 
jo < r < 3/ V2 
[0 < 0 < In 

Assim o volume e dado por: 

^ = J J(9 -x 2 -y 2 -x 2 -y 2 )dxdy 

Resolvendo temos: 

2^3/ V2 

V= J j (9 — 2r 2 )r dr dQ 
0 0 
Como 
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3/VI 

J (9-2 r 2 )r dr 

o 


81 

8 


In 

v -\ 


81 AQ 81 
— dO = — n 
8 4 

81 


Portanto, V= — n unidades de volume. 
4 


8. z = 16 — 2x 2 — y 2 e z = x 2 +2y 2 


Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo paraboloide z = 16 -2x 2 - y 2 e inferiormente pelo paraboloide 
z = x 2 + 2 y 2 . A projegao da intersecgao entre os dois paraboloides e circular centrada na 
origem de raio 4/ V3 , descrita em coordenadas polares como: 

|0<r<4/V3 
|o < 6 < 2n 

Assim o volume e dado por: 


V=f J(l6-2x 2 - y 2 -x 2 -2y 2 ^)dxdy = [ J(l6-3x 2 -3y 2 )dx dy 

J R J J R J 

Em coordenadas polares temos: 

2n^/ VI 

J | (l6-3r 2 )r dr dd 

0 0 


3 \ l 6r2 3r 4 
J (l6r-3r 3 jdr = 


,4/V3 


2 4 

64 „ 128 


64 

y 


10 


V = J— dd = --2n = 
J 3 7 , 


k unidades de volume. 


9.x 2 + y 2 =4 e z 2 +x 2 = 4 

Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Considerando-se a simetria do solido 
em relagao aos pianos coordenados, vamos calcular a parte do primeiro octante, para 
posteriormente encontrar o volume total multiplicando por oito. Dessa forma o solido no 

primeiro octante sera delimitado superiormente pela superficie z = v 4 - x 2 e inferiormente 
pelo piano coordenado z = 0 . A projegao, no primeiro octante e definida pela quarta parte 
do cfrculo x 2 + y 2 =4, descrita em coordenadas cartesianas como: 
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Jo < y < "s/4-x 2 
|o < x < 2 

Assim o volume e dado por: 


2 A-x 2 

V = 8j J -^4-x 2 dy dx 

0 0 

Calculando temos: 

/ y ^2 

\y4-x 2 dy = y4- x y =4-x 2 

o 0 


^(4- x 2 )dx = 4x 

0 3 


2 

0 


16 

T 


V = 8 • — = unidades de volume. 
3 3 


10. z = 0, x 2 + y 2 =16 e z = 10 + x 

Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo piano inclinado z = 10 + x , inferiormente pelo piano coordenado z = 0 
e lateralmente pelo cilindro x 2 + v 2 = 16. A regiao de integragao e o cfrculo centrado na 
origem com raio 4. Descrita em descrita em coordenadas polares, a regiao de integragao e 
dada por: 

JO < r < 4 

[0 < 6 < 2n 
Assim o volume sera: 

V = [ J(l0 + x)dv<iy 

J R J 

Resolvendo temos: 
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2n 4 


ff (10+ r cos d)r dr dd 


o o 


4 

JV + r 2 cos 6)d0 = 


lOr 


h cos — 

2 3 


2 rY 44 3 

44 

f 80 H cos d 

dd = 80 d-\ send 

o v 3 j 

3 


64 64 

= 5 • 16 + cos 0 = 80 + — cos 6 

3 3 

0 

2 n 


= 80 -'ll: = 160;r 


0 


Portanto, o volume e igual a 160;runidades de volume. 


11. x 2 +y 2 —\x — 6y + 4 = 0, z = 0, z = 5y. 

Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. Dessa forma o solido sera delimitado 
superiormente pelo piano z = 5y , inferiormente por z = 0 e lateralmente pelo cilindro 

centrado em (2,3) com raio 3. A regiao de integragao e o cfrculo (x-2) 2 +(y-3) 2 = 9 . 
Fazendo a transformagao u = x-2,v = y-3, temos 
x = u + 2 
j = v + 3 

5fcizl = 1 

5(m,v) 

A regiao se transforma num cfrculo de centra na origem e raio 3, que pode ser descrita em 
coordenadas polares como: 

JO < r < 3 

[O < 6 < 2n 

Assim o volume e dado por: 

V = J J 5 ydxdy = J J 5(v + 3 )dudv 

In 3 In 

= J j*5 [r send + 3 ) r dr d6 = 5 J (9 send + 21 1 2)dd =1 35/r unidades de volume. 

0 0 0 

12. z = 16-x 2 -3y 2 , z = 4. 

Vamos considerar a regiao de integragao no piano xy. 

O solido esta delimitado superiormente pelo paraboloide z = 1 6 - x 2 - 3y 2 e inferiormente 

pelo piano z = 4. A projegao da intersecgao entre o paraboloide e o piano vai estabelecer a 

2 2 

x y 

regiao de integragao que sera delimitada pela elipse — + J— = 1 . Para resolver a integral 
vamos usar uma dupla transformagao como segue: 
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x = ^J\2u 

y = 2v 

x >y) _ 

U,v) 

A regiao R se transforma no cfrculo u 2 +v 2 < 1 . Temos, 




U( 16 - x 2 -3 y 2 -4) dx dy 

J J(l2 - x 2 - 3y 2 ) dx dy = J J [\2 - 12m 2 - 12v 2 ) • 2^/u du dv 


Passando para coordenadas polares, vem: 

2tt1 _ 

|J(l2-12r 2 )-2V2-r dr dO 


0 0 


1 

| (l2r-12r 3 )dr = 


2 4 

12r 12r 


0 

2n 


=6-3=3 


0 


2 4 

1 6j~\2 dO = 24^3 k unidades de volume. 


13. Calcular o volume de parte da esfera x 2 + y 2 +z 2 = 9, que esta entre os pianos 
z = 0 e z = 2. 

A Figura que segue mostra, em vermelho, a calota acima do piano z = 2.0 volume pode 
ser calculado tomando o volume do hemisferio menos o volume da calota VI. 



Temos: 
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v,= 




2^V5 / \ 

= | J (a/ 9 -r 2 -2 Jr dr d6 


o o 

Resolvendo temos: 



1 

2 



S 

= --■ 4 3/2 -5 + -- 9 3/2 =- 
3 3 3 

0 


V 4 o 8;r 
V, = L7Z — — 


^ hemisferio 

2tt3 

=11^ 


0 0 

3 

1/2 


) r dr = 

0 


^hemisferio 

= 9-2k = 


r • r dr dd 


(-f 


2 3/2 


10 


1. 93/2 =1.27 = 9 
3 3 


Portanto o volume solicitado e dado por: 

V =18 n — — = — — unidades de volume. 
3 3 3 


14. Calcular o volume do solido com uma base triangular no piano xy fomiado por 
0(0,0) , A(l,l) e 5(0,2) , limitado superiormente por z = 2x e lateralmente pelo 
contorno da base dada. 

O solido dado e delimitado superiormente pelo piano z = 2x e inferiormente por z = 0 . A 
regiao de integragao pode ser visualizada na figura que segue. 
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V= f [ 2 x dxdy 


1 -x+2 

= | J 2x dy dx 

0 X 

1 

= | (-4x 2 + 4 x)dx 

0 

_ 2 
_ 3' 


15. Calcular o volume do solido no 1°. octante, delimitado por z = 1 - 2x - 3 v e os pianos 
coordenados. 

A Figura que segue apresenta um esbo§o do solido. 


Z 
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0<x< 

0<y< 


1-3 y 
2 

1. 

3 


Portanto, o volume e dado por: 

l-3v 

1/3 2 1/3 

y = I ]^-lx-3y)dxdy= - x 2 -3 yx) 
0 0 0 


|d-3y)/2 

lo 




Nos exercicios 16 a 19, a integral iterada representa o volume de um solido. Descrever 
solido. 


1 Vl-* 2 

16. | | -,J\-x 2 - y 2 < dydx 

O solido pode ser descrito analiticamente como: 

- Vl - v 2 < y < Vl - v 2 

< - 1 < v < 1 
0 < z < ^J\-x 2 - y 2 

Trata-se de um hemisferio de raio 1, conforme mostra a figura a seguir. 



17. 



\ 

y 

J 


dy dx 


Temos um tetraedro delimitado por z = 1 — x 


-ye pelos pianos coordenados. 


Segue a descrigao analitica e grafica. 
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3 

0< y <3 — x 
2 

< 0 < x < 2 

„ , 1 1 

0 < z < 1 — x — v 

l 2 3 



1 2 

18. || dx dy 

0 0 

Temos o volume de um paralelepfpedo retangulo com dimensoes 2xlxl. 
Veja a seguir a descri§ao analftica e a representa§ao grafica. 

0<y<l 
< 0 < x< 2 
0 < z < 1 



4 2 

19. 1 1 a/ 4 - x 2 dxdy 

0 -2 


E uma calha circular de raio 2 e altura 4. 

Veja a seguir a descrigao algebrica e a representagao grafica. 
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0 < y < 4 
< -2<x<2 

0 < z < ^4-x 2 



20. Determinar a area da regiao R delimitada pelas curvas y = x 3 


A regiao R pode ser visualizada na figura a seguir. 



1 2-y 

A = | | dxdy 
0 


= J(2 -y-y ll3 )dy = 


f y 1 

2y~ — 

2 

V z 


4/3 A 


y 


4/3 


— unidades de area. 
4 


21 . Calcular a area da elipse x 2 + 4 y 2 - 4x = 0 . 

Estamos diante de um elipse centrada em (2,0) e semi eixos 2 e 1 . 


, x + _y = 2 e v = 0 . 


Veja a Figura que segue. 
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Para fazer o calculo vamos realizar uma dupla transforma§ao: 


R^R : 


x-2 = 2u 
y = v 
8(x, y ) 


R 


R :< 


d(u,v) 


= 2 


u = r cos <9 
v = rsenO 

d(u,v) 

d{r,0) 


= r 


Assim, a area da elipse e dada por: 

A = \\dxdy = \\ 2dudv = || 2 rdrdO = | 1 2 rdrdO = 2n unidades de area. 


In 1 


R' 


R" 


0 0 


22. Calcular a area da regiao do 1°. quadrante delimitada pelas curvas y 2 = 8 ax , 
x + v = 6a, v = 0 , sendo a uma constante positiva. 
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4 a 6 a-y 4 a 4 a f 

A=\ | dxdy=\ x\ 6 ;-ldy=\\6a-y- 

0 y 2 /S a 


.2 A 


8a 


dy 





y 


3 \ 


24a 


4 a 


40 a 2 
3 


unidades de area. 


23. Calcular a area da regiao delimitada pela curva x 2/3 + v 2/3 = 1 . 
A regiao pode ser visualizada na figura a seguir. 



Para resolver vamos fazer uma dupla transformagao: 


R^-R 


®^=9«V 

d(u,v) 


R R 


u = rcosO 
v = rsenO 

d(u,v) 


d(r,0) 


= r 


Assim a area solicitada e dada por: 

A = || dxdy = || 9 u 2 v 2 dudv = || 9r 5 cos 2 6 sen 2 0drd0 

R R' R" 


2 n 1 

= | 1 9r 5 cos 2 6 sen 2 0 drdO 

o o 


2n q 

= [ — cos 2 6 sen 2 9 dO 

J fs 


o 

In , 


= | — (cos 0 sen 6)~ d0 = -7r unidades de area. 


24. Calcular a area da regiao delimitada por y = ^4-x 2 , y = x e 
A regiao pode ser visualizada na figura que segue: 


y = 2x. 
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Usando coordenadas polares temos: 


arctgl 2 


arctg 2 


A = | dr d6= ^2d0 = 2 arctg2 


unidades de area. 


/ \2 Jt 

25. Calcular a area da regiao delimitada por y = 2 - (x - 2) e y = — . 

A regiao pode ser visualizada na figura que segue: 



Portanto, a area e dada por: 


8+2A 

■2f 

dy dx 


5 4 



8+276 

5 

I 

8 - 2^6 

5 


r 5x 2 , „ 

+ 4jc-2 

l 4 


unidades de to. 
25 


26. Calcular a area da regiao delimitada por y = e x 1 , y = x e x = 0 . 
A regiao pode ser visualizada na figura que segue: 
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27. Calcular a area da regiao R mostrada na figura 7.55. 

A figura esta representada a seguir, observando-se que a regiao esta delimitada por 
y = x 2 epelareta_y = — xquepassapelospontos(0,0) e (8,9). 



Temos: 

8 

9 9 y 

A = 1 1 dxdy 

Resol vendo as integrais temos: 



8 

9' V 

■Jy 


8 

9 


y~4y 



dy = unidades de area. 
9 


406 


Resolugao dos exercicios de GONSALVES, M.B.; FLEMMING, D.M. Calculo B: Fungoes de varias variaveis, integrals 
multiplas, integrals curvilineas e de superficie. Sao Paulo: Pearson Prentice Flail, 2007, p. 270 - 272. 


28. Mostrar que as regioes /?, e R 2 , mostradas na figura 7.56 tem a mesma area. 
As duas regioes estao apresentadas na figura que segue: 




Calculo da area da Regiao Ri, observando que esta regiao esta delimitada por y = x ; 

59 i 

y = — x e x = 1 . 

3 

Temos: 

59 

1 T" 


1 (59/3)* j 


A, 1= | J dydx=\y\ dx = ||^ 


x-x 


dx 


0 ^ 


56x 2 


= — unidades de area. 
3 


A Regiao R 2 esta delimitada por y = 2x, y = -x 2 + 4x , o eixo do x entre zero e quatro. 
Assim, temos: 

2 2x 4 -x 2 +4x 

A R2 =|| dy dx + 1 | dy dx = 


0 0 


2 0 


1 2x dx + j (- x 2 + 4x) dx = 4 + — = — unidades de area. 


29. Uma lamina tem a forma do triangulo de vertices (-1,0) , (l,l) e (l,-l). Determinar 
a massa e o centra de massa da lamina se: 

a) sua densidade de massa e constante. 

b) sua densidade de massa no ponto P (x, y) e proporcional a distancia deste ponto a reta 
x = -2 . 

A lamina e apresentada na Figura que segue: 
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Observar que a lamina esta delimitada por y = -(x + l)/2; y = (x + 1) / 2 e x = \ . 

Solugao do item (a). 

Calculo da massa: 

m = I \kdxdy 

^ R ~ 

x+l 

dy dx 

-i 

2 

1 

= k^(x + 1) dx -2k 

-i 

Calculo das coordenadas do centra de massa: 

jt+i 

k x dy dx = — • k ■ f (x 2 + x) dx = — 

_! 2k V ’ 2k 3 3 

2 

x+l 

k y dy dx = 0. 

2 

Solugao do item (b) 

Calculo da massa: 

x+l 

(x + 2) dy dx 
-1 

2 

= & j*(x + l)(x + 2) dx = k ■ — . 

-1 ^ 

Calculo das coordenadas do centro de massa: 



i—i j 

m J J 


1 -X 


—J J 


-i -x 
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X 


x+1 

x(x + 2 ) dy dx 

2 ~ 




l)(x + 2) dx 



x+\ 

1 1 — 

y = — k f f y(x + 2)dydx 

rrj J J 
,n -l-x-l 


— -Ifcfo dx = 0. 

4k J , 


30. Uma lamina tem a forma da regiao plana R delimitada pelas curvas x = y 2 e x = 4 . 
Sua densidade de massa e constante. Determinar: 

a) o momento de inercia da lamina em rela§ao ao eixo dos x; 

b) o momento de inercia da lamina em rela§ao ao eixo dos y. 


A Figura que segue mostra a lamina dada. 



Calculo do item (a): 


2 4 

I x = J dxdy 

-2y> 

= \k{4y 2 -y A ) dy = ^-k. 

-2 


Calculo do item (b): 

2 4 

I y = 1 1 k x 2 dx dy 

“V 




dy = 


7 
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31. Calcular a massa de uma lamina com a forma de um cfrculo de raio 3 cm, se a sua 
densidade de massa num ponto P(x,y) e proporcional ao quadrado da distancia desse 
ponto ao centro do cfrculo acrescida de uma unidade. 


Se considerarmos o cfrculo centrado na origem temos que P (x,y) = x 2 + y 2 + 1 . 


Portanto, a massa e dada por: 

m = &J J (* 2 + ;y 2 +l) dy 

In 3 

= & j" J(r 2 +l)r dr d6 

o o 



32. Calcular o centro de massa de uma lamina plana quadrada de 4 cm de lado, com 
densidade de massa constante. 

Podemos considerar a lamina alocada no sistema cartesiano como mostra a Figura que 
segue: 





3 


2 


1 


x 


1 


2 


3 


4 


Assim, temos que o calculo da massa e dado por: 



Calculo do centro de massa dado por: 



U U 

O ponto encontrado (2,2) e o centro geometrico da lamina (ver figura). 
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33. Uma lamina plana tem a forma da regiao delimitada pelas curvas 
y = x 2 + 1 e y = x+ 3. Sua densidade de massa no ponto P (x, y) e proporcional a 
distancia deste ponto ao eixo dos x. Calcular: 

a) a massa da lamina; 

b) o centra de massa; 

c) o momento de inercia em rela§ao ao eixo dos x. 


A Figura que segue mostra a lamina. 



A densidade e dada por P (x, y) = ky (proporcional a distancia do ponto (x,y) ate o eixo dos 


x). 

Assim, a massa e dada por: 

2 A:+3 2 

m = kj jy dxdy = kj J y dydx = kj 

- 1++1 -1 


x 4 +x 2 -6x-8 117 

ax = 

2 10 


11,7 k. 


As coordenadas do centra de massa sao encontradas por: 


x = 


1 


2 x+3 


y- 


117 

10 

10 

117 


{ { xy dydx = ^]- ^ 


x 4 +x 2 


-6x — 8^ 


I A' -l 


52 


2 x+3 


lx z +l 


1 J ^ dydx= T^I 


2 -x 6 -3x 4 +x 3 + 6x 2 +27x + 26 


dx = 


529 
182 ' 


O momento de inercia em rela§ao ao eixo dos x e dado por: 


I 


x 


2 x+3 

= £ J | yy 2 dy dx 

— 1 JC 2 +1 


3033, 

k 

28 


34. Calcular a massa e o centra de massa da chapa da figura 7.57, considerando a densidade 
igual a x. 

Segue a figura citada: 
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Observe que a chapa esta delimitada por y = 4-x 2 ; y = 3x; x = 0 . 
Assim, a massa e dada por: 

1 4 ~ x2 1 3 

m = j* | x ■ dx dy = J | x dy dx = J-x(x 2 +3x-4) dx = —. 

R 0 3x 0 4 


As coordenadas do centro de massa sao dadas por: 


x 


4 

3 


1 4-x 2 

j j x 2 dy dx 

0 3x 


4 

3 


|-x 2 (x 2 + 


3x-4^ dx 


23 

45' 


- 4 1 y_j:2 

y = -J J xy dydx 

■^0 3j 


47 

18' 


35. Calcular a massa e o centro de massa de uma chapa com o formato de um triangulo 
isosceles com base 10 cm e altura 5 cm. Considerar a densidade constante. 

O triangulo dado foi alocado no sistema cartesiano como mostra a figura que segue. 



O calculo da massa e dado por: 

5 5-y 

m = | | k ■ dxdy = 25 k. 

0 y-5 

O centro de massa e dado por: 
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5 5-y 


X = 


25k 


• J | x dxdy = — ■ 0 = 0 


0 y-5 



0 y-i 


dx dy = 


J_ 125 
25~ 


5 

3 


Observe que o centro de massa encontra-se a 5/3 cm da base sobre a sua mediatriz. 


36. Calcular o momento de inercia em rela§ao ao eixo dos x de uma chapa delimitada por 
x+y = 4 , x = 4 e y = 4. Considerar a densidade igual a uma constante k. 

A Figura que segue mostra a chapa dada. 



Assim, o momento de inercia em relagao ao eixo dos x e dado por: 

4 4 

I x = kj | y 2 dxdy = 64 k. 

0 4-y 


37. Calcular o momento de inercia de um disco circular de diametro 10 cm: 

a) em rela§ao ao seu proprio centro; 

b) em rela§ao ao seu diametro. 

Considerar a densidade igual a uma constante k. 

Estamos diante de um disco de raio 5 que pode ser modelado como um cfrculo de centro na 
origem e raio r = 5 . Usando coordenadas polares, temos: 


Momento de inercia em rela 5 ao ao seu centro: 

2x5 2x 

7° = J J k(x 2 + y 2 j dx dy = J j* kr 2 ■ r dr d6 = k j* d6 = 2 n k 

R 0 0 0 4 4 


625 k n 
2 


Momento de inercia em rela?ao ao seu diametro: 

I x = | | ky 2 dx dy = j j kr 2 sen 2 0 ■ r dr dO = k. 

R 0 0 4 
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38. Calcular o momento de inercia de um quadrado de lado igual a 4 cm em relagao ao eixo 
que para por uma diagonal. Considerar a densidade constante. 

A Figura que segue apresenta o quadrado alocado de forma conveniente no sistema 
cartesiano. 



X 


-VI 


Dessa forma podemos calcular o momento de inercia em relagao ao eixo dos x (onde se 
localiza uma das suas diagonais) como: 


V 8-VI-y 


0 y+VI 



kxdxdy = k 1 = k . 

^ 3 3 J 3 


0 y-J 8 


•VI -yS 
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